Problemas Tema 1

Preliminares

A. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Responde razonadamente las siguientes cuestiones:

(a) Si a es racional y b es irracional, jes a + b necesariamente irracional? ;Y si a y b son
irracionales?

(b) Sia esracional y b es irracional, ;jes ab necesariamente irracional?

2 4

(c) ¢Existe algin ntimero a tal que a“ sea irracional pero a* racional?

(d) ¢Existen dos ntiimeros irracionales tales que tanto su suma como su producto sean
racionales?

2. Razona si son ciertas las siguientes afirmaciones:

(@) |x| < 5implica x < 5. (d) |14 3x| <1implicax > 2.
(b) x < 5implica |x| < 5. (e) No existe x € R tal que |x — 1| = |x —2|.
(c) |[x—5] <2siysolosi3 <x <7. (f) x>0, 3y > 0tal que |[2x + y| = 5.

3. Resuelve las siguientes ecuaciones

(@ |2x—=3|=7 (d) |[x+8/=0 (g 2|x|+|x—1] =4
(b) |x|=5 (e) 2x+3| = -9
(© [x—3] = -3 ®) |x+3]=5+x (h) [2x — 3 —2Jx| = 3

4. Resuelve las siguientes inecuaciones:

(@) [5x+2| >0, () [x—3] <2x-5 (e) |x—1]+|x+1] < 4
(b) 2|3 —x|—-10>0, (d) |x|+3>2x (f) |x—2]+3[x| <6

5. Determina los siguientes subconjuntos de IR:

x—1 3x+6
x_2>0,x>—1} (c)C_{xelR.ﬁ>O}
(d) D={x€R: x> -5x+6> 0}

(b) B:{XE]RZ 4dx < 6x+ 2, —3x2—1} (e) E:{XEIR: x2—6x—|—8§0}

(@ A={xeR:
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2 Preliminares

6. Demuestra por induccién:

1 2
(a)1+2+---+n:”(”2+) (c) 4" >n

b) 1" 42" 4 " <" meN (d (1+x)">1+nx, x> —1.

7. Halla el supremo y el infimo de los siguientes conjuntos, indicando si hay maximo o minimo:

(@ {x€Q:0<x <2} () {x eR: x> +x+1>0}
(b) {xcZ:0<x<V2} (d) {xeR: 2 +x+1<0}

8. Halla el supremo y el infimo de los conjuntos del problema 5, indicando si tienen méaximo o
minimo.

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

9. Demuestra que existen dos ntimeros irracionales x,y € R tales que x¥ es racional. Indi-

cacién: Considera el caso /2" .

10. Resuelve las siguientes ecuaciones e inecuaciones

(@) [1—3x|+x=—-3 6 x—4| 96—1‘24_3( G) 4|lx —2| +3Jx| > 6
(b) 3[x+4|-2=x (k) 3lx—4|—|2x| <x—6
(©) z: =2 (g) |2x|+3x+4=\x—1| (D) ¥®—x2—-5x—3<0
) 22—x|+2x—1=x () [4=x[+[2x=5>7—x(m) 2’ -3 +3x-1>0
(e) 3—2x|—3]x+2|=x () |x—6]+]|x] <4 (n) x> —2x+4>3

11. Demuestra las siguientes expresiones para n € IN:

a—a"t! Lo, nn+1)2n+1)(3n*+3n—1)
(a)Za f,a?ﬁl (d) ) K= 30
n+1)2n+1 1

® Yy e=" i )6( ) (e) (Hy)”:Z() Ky xy € R

k=1 o \k

4 n?(n+1)>2

(© Y K="

)y i

12. Demuestra por induccién las desigualdades
2(Vn4+1-v2)+ Z Vn—1

13. Determina el supremo y el infimo del conjunto {x € Q : x|x — 2| < 2x — 3}.
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Problemas Tema 2

Continuidad de funciones reales

A. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones

(@) v/(2x —15)4 =10 (© 2¢/(5—4x)t=x+2 ) v/(x+1)*-3]x—2|=6
(b) V/(3—-2x)2+x=3 (d) 2[3x — 1| = /(x = 7)2

2. Resuelve las siguientes inecuaciones:

(@) ¢/(2x+1)°>3 (b) 2¢° > 4x+1 © 22 < V1-2x
3. Indica el dominio de las siguientes funciones:
2
(a) % (d) log(x* —4) w1 le
_ e) log(logx 2—|x
b) VI—% (e) log(log x)
(f) sen+/2x —1 5
1—x N log X~ 5x +6
(©) 2 _ (g) log(senx) (i) log Z1dx16
4. Estudia si son pares o impares las siguientes funciones:
@@ f(x)=|x+1]—|x—1| (© f(x) =log 1=
b) f(x)=a" +a @ f(x) = log(x + VIt ?)

5. Calcula fog,gof, f -1 y gil, determinando sus dominios respectivos, para las funciones

_1—x

_ .2
= 1ix g(x) = x“ 4 5x.

f(x)

6. Halla la inversa de las siguientes funciones y determina su dominio:

er—e ¥ _ 2 (© f(x)=v1-2a3
T ®) ()= T 0/

(@) f(x) =
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Continuidad de funciones reales

10.

11.

12.

13.

14.

Calcula los siguientes limites:

. x*—3x (© lLm vx2+2x—x ¥ 41
@) ngw x3 -5 Y © alcl{ﬂ x2 42
. 8—/x : 5 : x> —3x+2
— — f) 1
(b) x1_1>r-|r-loo 2+x (d) x1—1>r£1c>o 2x \/m ( ) xlil} 2x3 + 2x% — 10x +6

Estudia la existencia de los siguientes limites, y calctilalos cuando existan:

: X lim 1% (f) lime'*
@ lim o s © M2 0
(d) lim (Vx®4+1—x) (g) limsen 1
x—rtoo x—0 X
_ x? —4 . 1—v1—2x2
®) e a2 @ =

Demuestra las siguientes equivalencias para x — 0:

(@) log(1+x) ~x (b) a* —1 ~ xloga (c) =1~ x.
. senx : I o
Prueba que hn% P 1. Usa esta igualdad para calcular los siguientes limites:
X—r
. sen(3x) . 1—cosx . 2x —senx ) Tim 0%
@ alclgcl) x b) chli% x2 (©) chlg}) 1—cosx @ 0 X
Prueba que lirré lmg(lx%—x) = 1. Usa esta igualdad para calcular los siguientes limites:
xX—r
1 x+2 . X 1/x : 1/x2
(@ lim <x ) (b) chliré(e +x) (c) jlclir}](cos ax)
x—+oo \ X + 3

Demuestra las siguientes equivalencias para x — +o0:

(a) log(e* —1) ~ x (c) log(x®+2x? — x +4) ~ 3logx.
(b) log(e ™ + x*) ~ 4logx

1
Estudia la existencia del lim xl cuando x tiendea1",17,1, +o0, —c0.

|x =1

Estudia la continuidad de las funciones

" {2, x=0 {o, X =
(@) f(x) =< x%sen(1/x) b) f(x) =< 14el/x
senx x 70 1 — el/x’ x #0

(©) f(x) = [xfe”H
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Continuidad de funciones reales 5

15. Demuestra que las ecuaciones siguientes tienen al menos una raiz real:

(@) x —senx =1 (c) arctanx 4 ¢* = 14
(b) e* +senx =0 (d) x17° 4+ 8 — 119

1+x2+sen? x

16. La funcién f(x) = x + % cumple que f(1) = 2y f(—1) = —2. ;Existe algin punto x €

[—1,1] enel que f(x) = 0? ;Contradice esto el teorema de Bolzano?

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

17. Resuelve las siguientes inecuaciones:

2y 2 (c) x¥* <V1—2x2
(a) < > —x <2

€+1 (d) 2logy/x —log(1—x) =2

(b) |x] -2/ (6—x)2>x (e) V(x—3)2+1[4—5x]>7
18. Indica el dominio de las siguientes funciones:
x—1 x—2 1—x 9 — 42
(@) y/log \/ - =
x+1 © /5 +2 V1+x © /% +2
N () f(x) = /1~ log/T—logx

19. Sabiendo que el dominio de la funcién f es [0, 1], hallar el dominio de las funciones:

(@) f(x?) (b) f(senx) (© f(x—=3) (d) f2x+3)  (e) f(tgx)

20. Prueba que:

(@) Sif(x)= 1ix entonces (fo fo f)(x) =x.

(b) Si f(x) = v/xyg(x) = x?, entonces fog # go f.

21. Calcula los siguientes limites:

. i _ 3 . _\1/x7
(a) xgrfw Vx+a—vVx+b ©) lim2 vx (e) Jl(lil’(l)(l X)
—8 8—x

1
1—x

2 —
(b) lLm tx—1

. 2 .
Jm mx  (d) chlir%x (x —1)sen

22. Estudia la existencia de los siguientes limites, y calctilalos cuando existan:

1 .
(@ tim 0 © lim tgx
el 1—-tgx
X ) _
i d) lim
(b) JICIEH) 2+ Sen(%) ( ) x—% COS 2x
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Continuidad de funciones reales

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Calcula x1—1>I-|I—100 <\/ X4 x — \/§>

Sean f y g dos funciones reales de una variable real.

(a) Sien un punto no existe el limite de f ni de g, ;puede existir el limite de f + g o de fg?

(b) Siexisten limy_, f(x) y limy—,(f(x) + g(x)), ¢debe existir lim,_,, g(x)? ;Y si en lugar
de suma es producto?

(c) Siexiste limy_,, f(x) y no existe limy_,, g(x), ;puede existir limy_,,(f(x) + g(x))?

Sean f,g : R — IR; define f o gy g o f, y estudia la continuidad de f, g, fog, go f enlos
Casos:

@@ f(x)=1-x, g(x)=x*+5x.

1, six>0 ~Jx—=13l, sixelo,1]
®) f(x)_{o, six <0 g(x)_{:s, six ¢ [0,1]

La funcién f(x) = [x] se denomina parte entera de x; f(x) =nsin € Zestalquen < x <
n + 1. Estudia la continuidad de las funciones f(x) = [x], g(x) = x[x] y h(x) = [sen x].

Demuestra que la ecuaciéon

(a) x2* =1 tiene al menos una solucién positiva no mayor que 1
(b) 7T —2x —2senx = 0 posee una solucién en [0, J]

(c) xsenx = 7 posee al menos dos soluciones en [0, 7]

Dadoa € (0, %), prueba que la ecuaciéon x2* +a = 0 tiene al menos dos soluciones negativas,
una menor y otra mayor que —1.

Sea F : [0,1] — [0,1] continua. Demuestra que existe ¢ € [0,1] tal que F(c) = ¢ (c se llama
punto fijo de F).

Prueba que la ecuacién cos x = tiene al menos una solucién en (0, +00).

14 log?(1 + x)
x3 3
¢Tiene solucién en [—2,2] la ecuacién o senmx +3= E?

Prueba que en cualquier instante, existen dos puntos antipodales sobre el ecuador de la
tierra que tienen la misma temperatura.

Sea f una funcién continua en un intervalo I y sean x1, ... x, € I. Prueba que existe ¢ € I tal

que
f(C) _ f(x1)—|——|—f(xn)

n

Un coche recorre 100 kilémetros en 50 minutos. Prueba que hubo un minuto en el que
recorrié 2 km.
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Problemas Tema 3

Calculo Diferencial

A. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Calcula la derivada de las siguientes funciones, simplificando si es posible:

@ 2 ® Vrt+ VT vx (m) sen(cos? x)
p (g) sen?(2x +1)3/2 (n) tg(v/x +x)
xP(1—x)1
(b) T11x (h) (2 — cos?x)3 (0) x*cos(1/x)
2
© x4 yEeVaryE O VEsnVad i
@ <x+x2>1/3 P @ Seny
1+ 22 (k) =22 (1) eV
() xv1—x2 M sen(l + /senx) (s) log(senx)
2. Halla la ecuacién de la tangente a la grafica de la funcién en el punto dado:
= —x,x=2 S 1
@ f(x)=x%—ux,x (b) f(x)=x+_,x=5 © f) =75 x=1

3. Determina a y b reales para que la recta 2x — y = 0 sea tangente a la grafica de la funcién
f(x) = x*> 4+ ax + benel punto (2,4).

4. Calcula las derivadas (si existen) de las siguientes funciones:

@) f(x)=x|x,xeR (d) f(x) = (x — [x]) sen?(7tx), x € R
(b) f(x) =[x, x €R (e) f(x) =log|x|, x € R\ {0}

1
(©) f(x) = [x]sen?(mx), x € R (f) f(x) = arccos o x| >1

5. Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones en sus dominios:

@ f<x>:{e’;‘1' 0 f<x):{x2' r<0 ©f)=1-¥

x°, x <0 x, x>0
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8 Calculo Diferencial

6. Calcula a, b, c y d para que las siguientes funciones sean diferenciables:

4x, six <0 ax+0b, six <0
(@ f(x)=<qax’+bx+c, si0<x<l1 (b) g(x) = { ¥’ +dx, si0<x<1
3 —2x, six>1 1——, six>1

7. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones, calculando las derivadas cuando exis-
tan (a,b,p € R):

(@) f(x) =vx3+x2
(b) f(x) = log|x|

© f(x) = {‘x'p’ Ao

a, x=0.

x2, x>1;

ax+0b, x<1.

(d) f(x) = {

cosx, x>0;
1+x2, x<O0.

(e f(x) = {

8. Se considera la funcién f(x) = V1 —v1 — x2.

(a) Determina el dominio de f, Y Estudia la continuidad de f en él.

(b) Estudia la derivabilidad de f en su dominio, calculando f’ all4d donde exista.
9. Calcula las derivadas de f, g, f o gy g o f, y comprueba la regla de la cadena en los casos:

(@ f(x) =1—xsenx, g(x)=1—x
() f(x) = V&, g(x) = senx
© f(x) = 77— 8(x)

10. Usando una aproximacion lineal adecuada, estima los siguientes nameros, y compara el
resultado con el obtenido en la calculadora.

:1+x

(a) v/25 (b) V103 (c) sen32° (d) v/80

11. El resultado de la medicién del radio de una bola es de 10 cm, con un error de +0,1 cm.
Determina el error maximo del volumen calculado. ;Con qué precision debemos medir el
radio de una bola para que el error cometido en el calculo del volumen no supere +0,1 cm?3?

12. El radio de una semiesfera se calcula a través de su volumen, dando éste un valor de 1 cm?,
con una precision del 99,9%. ;Cuél es la precision para el calculo del radio correspondiente?

13. Determina y’ mediante derivacion implicita, en el punto indicado, asi como las rectas tan-
gente y normal a la curva en dicho punto. Determina también los puntos de las gréficas
anteriores donde la tangente es horizontal.

(a) x2_y2:1; (—2,\/5) (d) 1_'_1 =1; (2’2)
Xy

(b) xy =1;(3,1/3) (e) x2/3 +y*/3 =1; (cos®6,sen3 )

© Vx+,¥=1(1/41/4) (f) sen(xy) +y%> =2; (0, —/2)
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Calculo Diferencial 9

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

14. Calcula la derivada de las siguientes funciones, simplificando si es posible:

(a) xev* (h) eV*arctg(1/x) sen(;2;) ) x + x1/2

(b) xe*senx (i) tg?x —2x1/3

(c) log(1+ senx) () 3cosx +2senx (0) sen’x

@ (+tg x)arctgx (k) (xz + 1) arctg x (p) logtgx

(e) arcsen(1 — cos x) sen x + cos x (q) 5x2/3 —x%/2 4 2x73
() arctg(x + VI T 22) D senx —cosx (1) tg(x?)

(g) (arctgx)(logx)(senx) (m) x3arcsenx (s) 5eosx

15. Calcula la derivada de las siguientes funciones, simplificando si es posible:

@) logsen(x* +1) ® logle + VA=) (m) y = arcsen SSRASNE
(b) log’ tg(3x) (h) x*
42 3 1/ logx —
(c) arcsen /1 — x2 (T) X . (n) arctg 1—x
(d) log(x + /2 +1) () (cosx)*se 1+x
X

(e) »* (k) (1 + 1> (0) e*(senx + cosx)

1 x
(f) sen® 1—x () (arctgx)*—2 (p) arcsen x + /1 — x2

16. Sea f(x) = Y Calculalarecta tangente ala curvay = f(x) en el punto de abscisa
(14 2x2)3

x = /2. Calcula los puntos en los que la recta tangente es horizontal, asi como aquéllos en
los que la recta es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

17. Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones, calculando las derivadas cuando exis-
tan (a,b € R):

(@ f(x)=xlog(x+vV1+x?)—v1+x2
(b) f(x) = {

senx, x € Q;

o 10|
cos(mx?), x € (0,1); S X, x ¢ Q.
a, x ¢ (0,1). (d) f(x) = (tgx)(cosx)”

18. Se considera la funciéon

2 +el/*
Wx, x>0
flx) =
X
ETTEEE

(a) Define la funcién en x = 0 para que sea continua en dicho punto. Estudia la con-
tinuidad de f en el resto de los puntos.

(b) Con el valor de f(0) asignado en el apartado anterior, estudia la derivabilidad de f en
su dominio, calculando f'(x) para cada x € R.
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10 Calculo Diferencial

19. Se considera la funciéon

Vaz—x3, x<0

(a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f.

(b) Prueba que la ecuacién log z +z + 1 = 0 tiene una tnica solucién « en (0, +o0). Prueba
quea € (e 2,e71).

(c) Determina los intervalos de crecimiento y los extremos absolutos de f en términos de
«, calculando si existen su maximo y su minimo absoluto.

eXt1/x, x <0

20. Estudia la continuidad y derivabilidad de f(x) = ) )
2xarctgx —log(1+x*) —x%, x>0

21. Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones (a,b € R, p > 0):

(@ f(x)=<a, x=0 d) f(x)=<1, x=0
e’ (b x>0 1-e/%, x<0
e’ x<0 X —senx

(b) f(x) =140, x=0 (e) f(x) ={ x+senx’ x#0
xarctg(1/x), x>0 0, x=0
arctg(|x|Plog|x|), x <0 xlog x

(© f(x) =40, x=0 6 f(x)=1¢ a+x’ x>0
xF log x, x>0 b, x=0

22. Sea f(x) = /22 + |x —1] - 1.
(a) Determina el dominio de f, que denotaremos S.

(b) Estudia la continuidad de f en S.
(c) Determina los puntos de S donde f es derivable, y calcula la derivada en dichos puntos.

23. Sea p € R. Se considera la funcién f(x) = (1 —e~**)P. En términos del parametro p:

(a) determina el dominio de f;

(b) estudia la continuidad y derivabilidad de f en cualquier punto xg # 0 de su dominio
y calcula f’ en los puntos donde f es derivable;

(c) estudia la continuidad y derivabilidad de f en el origen;
(d) Estudia la derivabilidad de segundo orden de f en el origen.

2
I+x+%, x<0 ,
~ ¢Cuadntas veces es f derivable en x = 0?

e~, x>0

24. Sea f(x) = {
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Calculo Diferencial 11

25. Usa las aproximaciones lineales para estimar las variaciones en las magnitudes siguientes:

(a) Lalongitud de una circunferencia, si su radio variade r = 10ar = 10.1
(b) El area de un cuadrado, si su lado disminuyede ¢/ =1a /¢ =10,9
(c) El drea de un cuadrado, si su diagonal aumenta de d = V2ad=1,5
(d) Elérea de la superficie de la esfera, si su radio aumentader =5ar = 5,2
(e) El volumen de un cilindro, si tanto su radio como su altura decrecen de 3 a 2,9.
26. Determina i’ mediante derivacion implicita, en el punto indicado, asi como las rectas tan-

gente y normal a la curva en dicho punto. Determina también los puntos de las gréficas
anteriores donde la tangente es horizontal.

(@) x>cosy =y +1; (1,0) (d) e =y +1;(0,0)
(b) x* +vy*+2 = 4xy3 (—1,-1) (e) sen(xy) = x —y; (\/7,/7)
(c) sen?y + x% = 1; (v/2/2,1/4) (f) arctan(x +y) = xy; (0,0)

27. Consideremos y = y(x) dada por ycosy = x, y(0) = g Usa la diferencial para estimar el

valor de y(0.1), y estudia la precision de la igualdad y cosy = x.
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Problemas Tema 4

Aplicaciones del Calculo Diferencial

A.PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones siguientes:

(@) f(x)=4x>—21x*+18x +20 (d) f(x) =cosx —x
(b) f(x) =senx+cosx, x € [0,27] (€) f(x) =3x* — 423 — 1222 + 12
2
(©) f(x) = 1 +xx2 (f) f(x) = x%e*
2. Halla los extremos relativos de las siguientes funciones:
(@) f(x) =3Vx2—x2 (d) f(x)=2senx + cos2x
b) f(x) = (x—1)24 Y/ (x+1)2 (e) f(x) =e*senx, x € [-2,2]
(c) f(x) =2x>—15x> —82x+8 (f) f(x) =x2v6—x2

3. Halla los maximos y minimos absolutos, si existen, en los casos siguientes:

@) f(x) =x3—x%—8x+1en[-2,2] d) flx)= e (0,1],[0,1] y R
(b) f(x) =2 +x+Ten[-11] (@ f(x)=een[-1,1],(0,1) y R
(c) f(x) = arcsen(x + 1) en su dominio () f(x) =x%logxenle !, e]y(0,+c0)

4. Calcula los siguientes limites:

. logcosx . X —arcsenx T T
@) alclg(l) x2 () }(11)1'(1) sen3 x (@) x—>to0 ™ (2 arctg x)
. : _ tgx . . 7T
®) xlg(r)1+ e (f) x1_1>r7¥1/2(senx Cos x) G) x—1>17?}2* (x _ E) tg x
. 2 x . COs2x —cosx B 3
(©) lim x%e (8) lim— vy (&) lim XE =50 0)” jgf“x)
1 1 log x 1 x—0  sen 1x
: - h) i _ = : 2\log x
(d) lim (x Senx) (h) lim < ; ﬁ) (1) lim (1+x?)
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14 Aplicaciones del Calculo Diferencial

5. Sea f(x) = x%(1 —log x) para x € (0, +0), f(0) = a.

(a) Calcula a para que f sea continua en 0.

(b) Para ese valor de 4, estudia la derivabilidad de f en [0, +c0).
(c) Estudia el crecimiento y la convexidad de f en [0, +0).

(d) ¢Es f dos veces derivable en el origen?

6. Sea f(x) = (x2 —3)e".
(a) Estudia los intervalos de crecimiento de f, asi como los extremos relativos y absolutos.
(b) Estudia los intervalos de convexidad de f.
(c) Determina los valores de a para los que la ecuacién f(x) = a tiene exactamente dos
soluciones.
7. Sea f(x) = y/xlogx.
(a) Determina el valor de f en el origen para que sea continua en ese punto.
(b) Estudia la derivabilidad de f en [0, +0).
(c) Representa f graficamente, estudiando, crecimiento, concavidad, etc.
(d) Determina los extremos rerlativos y absolutos de f en el intervalo [0, ¢].
L six>0
8. Sea f(x) = { 1+ (xlogx)?’

x+vV1+x2, six<0

(a) Estudia su continuidad, derivabilidad, crecimiento, extremos y limites en el infinito.

(b) Prueba que la ecuacién f(x) = e?/(e? + 1) tiene exactamente tres raices reales.
x
9. (a) Prueba que la ecuacién P log(x — 1) tiene una tnica solucién « en (1, +o0).

(b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = (x — 1)1/* en [1, +c0).
(c) Calcula x1_1>rJrr100 f(x).
(d) ¢Para qué valores de B la ecuacién f(x) = B tiene solucién tnica en [1, +00)?

10. Calcula las derivadas n-ésimas de las siguientes funciones (a2 € R).

(@) p(x) = e (©) 7(x) = log(1+x) (e) H(x) = log(x? —3x +2)
(b) q(x) = 3 (d) s(x) = (1+x)"

11. Calcula, usando polinomios de Taylor, los siguientes limites:

. arctanx — x 2 1 _2
@ lim =y @l ~ T cosy  (g) lim & FXSNET
x50 (e¥—1—x)?
— e 1+senx —e*
(b) lim cosx —e (e) lim lrsenx—e xarctan(x) — +2
0 X —seny w0 (arctan x)? 0 Jimy g
1, 1,2
() lim G . (arcsenx)? — x? T 4
=0 log X —2x (f) lim 3 (i) lim
8T 20 x3 — (log(1+x)) x—0 arctg(x) — x
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12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.
22,

23.

24.

25.

(a) Escribe x* + x3 —3x? +4x — 4 en potencias de x — 1.

(b) Escribe x* — 11x% + 43x? — 60x + 14 en potencias de x — 3.

(a) Encuentra los desarrollos de Taylor en el origen de orden 6 de las funciones sen(x?) y
(arctg x)2.

(b) Calcula en funcién de p € R

4

(arctg x)? — sen(x?) + 2x

WIN

lim
x—0 xP

(a) Encuentra el polinomio de Taylor en el origen de grado 4 de la funcién f(x) = e /2,

2
—X/2 _ cosx

(b) Usa el apartado anterior para calcular el limite lirr(s i
X—r

(a) Encuentra los desarrollos de Taylor de grado 3 en el origen de v/1 + x, ﬁ y e
(b) Calcula
3
i V1+x+ gy — 26
x—0 X — arctan x

Encuentra el monomio que es infinitésimo equivalente a — log(cos x) cuando x — 0.

Una lata de cerveza tiene una capacidad de 330 cm. ;Cuales son sus dimensiones, si el
material empleado en su fabricacién ha sido minimo?

La suma de los volimenes de dos cubos es de 1 litro. ;Cudl debe ser la longitud de sus lados
para maximizar la suma de las dreas de sus superficies? ;Y para minimizarla?

Se dispone de dos varillas de a metros y de otras dos de b metros con las que se desea confec-
cionar una cometa, y que seran usadas como perimetro de la misma. Calcula el area maxima
de la cometa que puede fabricarse con estas varillas, asi como la anchura y la longitud de
dicha cometa.

Un recipiente cilindrico sin tapa debe tener un volumen V. El material del fondo cuesta a eu-
ros por m?, mientras que el del lateral cuesta b euros por m?. ;Qué dimensiones minimizan

el costo del recipiente?
Determina el punto de la pardbola y = 4 — x? que est4 mds cerca del punto (3,4).

Cada pdagina de un libro tiene 250 cm? de impresién. Cada pagina ha de tener 3 cm de
margen superior e inferior, y 2 cm de margenes laterales. Calcula las dimensiones de la
pégina que minimizan su superficie.

(Cudl es la longitud del segmento de recta mas corto contenido en el primer cuadrante, con
extremos en los ejes coordenados, y tangente a la curvay = a/x?

Recortando en cada esquina de una ldmina de cartén de dimensiones 8 cm x 5 cm un
cuadrado de lado x y doblando convenientemente, se construye una caja (sin tapa). Cal-
cular x para que volumen de dicha caja sea méaximo.

Los lados de un tridngulo rectdngulo estdn sobre los semiejes positivos y una recta que pasa
por el punto (a,b). Halla los vértices de modo que su drea sea minima.
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16 Aplicaciones del Célculo Diferencial

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

26. Halla los extremos relativos y los puntos de inflexién de las siguientes funciones:

@) f(x) =x(x2—4)"1/3 (b) f(x)=x%(x—1) (¢) f(x) =sen*x —cos*x

27. Demuestra las desigualdades

1 tanb — tana 1
cos2a — b—a — cos?b’

T
h< =
O<a< <2

28. ;Verifican el teorema del valor medio en el intervalo indicado las siguientes funciones? En
caso afirmativo, encuentra el punto c, en caso negativo explica la razén.

@@ f(x)=x%x¢e[-1,1] d) f(x)=|xP xe[-1,2] %2, xe[-1,1]
®) f(x) = |x],x € [~1,1] ) ® flx) = {1, x € (1,2]
(© flx)=xlx,xe[-1,1] (© flx)=77x€[02]

29. Calcula, si existen, los siguientes limites (x € R, B € R\ {0}, 4,b > 0):

(a) 31{1&(1) x" log x (d) xl—i>Too x* — Blog x (g) lim log(senx)
T i B x—0 log(1 — cos x)
©) lims @ Jim, <o
X oo @ — b~
. X ok .
(c) ngwx log x ) J}1_1){31oe log x (h) )lclir}] .

30. Calcula, si existen, los siguientes limites (« € R, B € R\ {0}, 4,b > 0):

@ lim 35— @ tim (1) o Jm T
®) limxtgy—jsecr o (“" LA () lim (xl__lc);f;(f I)l)
. X0
(© }lgr(\) (ser;czx> x (®) x—1>i(12)+ (tga/x))wsmx} &) chli% <31c B xsinx)
(@) chlg(l) (senx) ¥ ) }E{; senxyzc : Z(;,na 0 chli% X — stenx
31. Calcula los limites (a > 0):
(x — arctan x)? — cos(log(1 + x))

(a) lim

=0 (y/1+22—1)3 log(cos x)

() lim Vx—ya+x—a @ lim 2x —senx

gt 22 x50+ /T — cosx’

() Tim *
x—0

32. Consideremos las funciones f(x) = x +senxcosx y g(x) = e**"*(x + sen x cos x).

(a) Calcula XEwa(x) y lim g(x).

X——+00
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Aplicaciones del Célculo Diferencial 17

(b) ¢Existe lim M? En caso afirmativo, calcdlalo.
x—reo g(x)

f(x)

8'(x)

(d) Comenta los resultados obtenidos en relacién con la regla de L’'Hopital.

(c) ¢Existe lirf ? En caso afirmativo, calculalo.
X——+00

1 [

33. ;Qué tipo de discontinuidad tiene la funcién f(x) = 2 el
g X

en el origen?

34. Sea f(x) = /|x| =[x —1].

(a) Determina el dominio de f, y estudia la continuidad y derivabilidad en los puntos del
dominio.

(b) Representa f graficamente.

(c) Encuentra el rectaingulo de mayor drea que tiene los lados paralelos a los ejes coorde-
nados, cuyo vértice superior izquierdo estd sobre la curva y = f(x), y cuyo vértice
inferior derecho es (1,0).

35. Sea f(x) = x —arctan(2x), x € [0,+o0). Represéntala graficamente, estudiando previa-
mente el corte con los ejes, el crecimiento, la convexidad, los limites en los extremos del
intervalo y los extremos relativos y absolutos.

36. Sea f(x) =1 —x +xlogx — x(—log x)? para x € (0,1].

(a) Define f(0) para que f sea continua en [0, 1].

(b) Para ese valor de f(0), estudia la derivabilidad de f en su dominio, calculando la
derivada en los puntos donde exista.

(c) Estudia el crecimiento y la convexidad de f, y sus extremos absolutos y relativos.

(d) Representa graficamente f.
37. Sea f(x) = log(1+ x?) + 2arctan% six #0, f(0) = 7.

(a) Estudia la continuidad y diferenciabilidad de f en R.
(b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de f en (—o0,0) y (0, +o0).
(c) Calculando los limites limy— 1o f(x) y limy—,_o f(x), determina razonadamente los

valores de a para que la ecuacion f(x) = a tenga una tnica solucién.

38. Se considera la funcién f(x) = xel*l. Estudia razonadamente:

X—r—00

(@) Su dominio y calcula LHE f(x), im f(x).
X [oe]

(b) La continuidad y diferenciabilidad de f.
(c) El crecimiento y los extremos de f.
(d) La concavidad y convexidad de f.

(e) El ntimero de soluciones de la ecuacion f(x) = 4, siendo a € R.
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39.

40.

41.

42.

43.

44.

P 42 . . s
Representa graficamente la curva y = e, estudiando corte con los ejes, asintotas, crec-

imiento, concavidad, etc. Encuentra el rectdingulo de mayor 4rea de entre todos los que
. 2y . _x2 e .
tienen dos vértices en el eje OX y los otros dos sobre la curva y = e~* . Justifica que dicha
drea es maxima.

Representa graficamente las siguientes funciones estudiando su dominio de definicién, crec-
imiento, mdximos y minimos relativos, limites, asintotas,... (x € R):

(a) log(1+x%) —2x (e) xarctg(1/x) (h) 263 =5x% +4x (1) (3—x)yx
log |x| x2—2x+1 sen x

& = (6 2/ ORSAICI

(c) x* . G) 1—x1/3 (n) x%cosx

(d) (1+ %)x (g) 12 (k) x(x —1)%/3 (0) senx + cos x

(a) Prueba que la ecuacién senx — xcosx = 0 tiene una tnica solucién en el intervalo
(0,27]. Sea ¢ dicho valor.
sen x

Se define f(x) = /1 — p»

(b) Encuentra el dominio de f. Define f(0) de modo que f sea continua en todo su do-
minio.

(c) Estudia la derivabilidad de f en su dominio.

(d) Expresa en términos de c los intervalos de crecimiento y extremos absolutos de f en
[0, 277].

(e) Calcula x1—1>1:ri-loo f(x).

2

(a) Prueba que la ecuaciéon x~ = x sen x + cos x tiene exactamente dos soluciones +xy.

(b) En términos de xy, estudia los intervalos de crecimiento de la funcién
3

flx) = §+xcosx—25enx.

(a) Prueba que la ecuacién arctan x + e* + = 0 tiene una tnica solucién real c. Prueba

quec € (—1,0).

l—Hc2
(b) En términos de ¢, estudia los intervalos de crecimiento de la funcién

f(x) =e* + xarctan x.

(c) Encuentra el minimo absoluto de f en términos de c.
(a) Prueba que la ecuacién 4x> + ¢ = 0 tiene una tnica solucién « en R. Prueba que
€ (—1,0).

(b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = x* +¢* — 2
en R, en funcién del valor «.

(c) Prueba que la ecuacion x* + ¥ = 2 tiene exactamente dos soluciones, una positiva y
otra negativa.
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

Demuestra que si un mévil recorre en la unidad de tiempo la unidad de espacio empezando
y terminando con velocidad nula, entonces, en algun momento su aceleracién tuvo que ser
en valor absoluto mayor o igual que cuatro.

Calcula el desarrollo de orden 3 en el origen de coordenadas de /1 + x. Deduce el del
mismo orden de la funcién /1 + sen x. Usando esos desarrollos, calcula

. V1+senx —+/1—senx
lim 3 .
x—0 X

(a) Encuentra los desarrollos de Taylor de grado 4 en el origen de x — senx y (e¥ — 1)°.

(b) Se considera la funcién f(x) = %e?);c para x # 0. Define la funcién en x = 0 para

que sea continua en dicho punto. Estudia la continuidad de f en el resto de los puntos.

(c) Con el valor de f(0) asignado en el apartado anterior, estudia la derivabilidad de f en
su dominio, calculando f'(x) para cada x € R.

(a) Encuentra los desarrollos de Taylor de orden 6 en el origen de sen(x?) y sen? x.

(b) Usa el desarrollo anterior para deducir para cada n € IN el valor del limite

sen(x?) — sen® x

lim
x—0 x"

2\ _ con?
(c) Sea f(x) = sen(x )x” selr X para x # 0. Calcula los valores de n € IN para los que

puede definirse f(0) para que f sea continua en el origen.

(d) Para dichos valores de n € Ny f(0), estudia la derivabilidad de f en el origen.
Se considera la funcién f(x) = /1 — cos x para x > 0.
(a) Estudia la derivabilidad de f en el origen hasta orden 2. Comprueba que f”(x) =
—}Lf(x) para x > 0.

(b) Calcula el polinomio de Taylor de f en el origen de orden 3.

2(1— —
(c) Usa el desarrollo anterior para deducir lim ( cg) 5%) x.
x—0t X

1+ax
1+ bx
(b) Usa el desarrollo anterior para calcular los valores de a,b € IR que hacen que

(a) Encuentra el desarrollo de Taylor de orden 4 en el origen de paraa,b € R.

X — 1+ax
lim — 1+bx
x—0 x3

sea finito. ;Cuadl es su valor?

x_ Lix/2
(c) Sea f(x) = 6;73”‘/2 para x # 0. Define f(0) para que f sea continua en el origen. Para

dicho valor de f(0), estudia la derivabilidad de f en el origen.
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51. Se considera la funcién y = y(x) que verifica y(0) = 0, y viene dada implicitamente por la
ecuacion
xe¥ = ye*
T X
Calcula y'(0), ¥”(0). ¢(Cudnto vale el limite hn% yg(ﬂ)?
x—
52. Un recipiente abierto por la parte superior estd formado por un cilindro terminado en su
parte inferior por una semiesfera. ;Qué dimensiones deberd tener dicho recipiente para
que, siendo su volumen constante V, tenga la menor superficie posible?

53. Un espejo plano de dimensiones 80 x 90 cm se rompe por una esquina segtin una recta. De
los dos trozos que quedan, el menor tiene forma de tridngulo rectdngulo de catetos 10 y 12
cm, correspondientes respectivamente a las dimensiones menor y mayor del espejo. Hallar
el &rea méxima del espejo rectangular que se puede construir con el trozo mayor.

54. Supongamos que el valor de un diamante es proporcional al cuadrado de su peso. De-
muestra que rompiéndolo en dos partes existe una depreciaciéon de su valor, y que esta
depreciacion es maxima cuando las dos partes son iguales.

55. Determina el segmento minimo entre todos los que pasan por un punto (a,b) y estan lim-
itados por los ejes. Calcula la longitud méxima que puede tener una viga para que pueda
pasar horizontalmente de una calle de anchura a a otra perpendicular de anchura b. Este
problema de maximo es equivalente al anterior de minimo.

56. La suma de las dreas de las superficies de un cubo y una esfera es de 1 m3. ;Cuadles deben
ser sus dimensiones para minimizar la suma de sus volimenes? ;Y para maximizarla?

57. Laluz viaja con velocidad c a través del aire, y con una velocidad menor v a través del agua.
Calcula el tiempo minimo necesario para que el rayo viaje de un punto A situado en el aire
a un punto B situado en el agua, y prueba que si & y § son los dngulos de incidencia y de
refraccién resp. con un eje vertical, la trayectoria que se realiza en menos tiempo verifica la
igualdad

sena ¢
senfp v (Ley de Snell)

58. Se dispara un objeto con una velocidad inicial v y un dngulo de inclinacién inicial a respecto
de un eje horizontal. Calcula la ecuacién de la trayectoria seguida por el objeto, asi como el
angulo de inclinacién que hace méxima la distancia horizontal recorrida por el objeto.

59. Un proyectil se lanza con velocidad inicial v y un dngulo de elevacién 6 desde la base de
un plano inclinado 45° respecto de la horizontal. Calcula, en funcién de 0, el alcance del
proyectil, y el &ngulo 6 que maximiza dicho alcance.

60. Halla la altura del trapecio is6sceles de mayor area que puede inscribirse en un semicirculo
de radio R, teniendo como base mayor el didmetro.

61. Una ventana tiene forma de rectangulo terminado por un semicirculo de didmetro igual a
la base del rectangulo. La porcién rectangular ha de ser de cristal transparente y la parte
circular ha de ser de cristal de color que admite s6lo la mitad de la luz por metro cuadrado
que el cristal transparente. El perimetro externo de la ventana ha de tener longitud fija P.
Halla, en funcién de P, las dimensiones de la ventana que deja pasar mayor cantidad de luz.
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62. Determina la trayectoria de un mévil que se mueve con velocidad constante entre dos pun-
tos de un mismo semiplano debiendo tocar en un punto a la recta que determina dicho
semiplano para que el tiempo invertido sea minimo.

Analogamente, para el caso de un punto en cada semiplano, y con velocidades v; y v; en
cada semiplano.

63. Dados a,b > 0, con ab < 4, encuentra el tridngulo de drea minima que tiene por vértices
los puntos (a,0), (0,b) y el otro en sobre la curva y = 1/x. Indica el valor del 4rea minima,
justificando que se trata del minimo absoluto.

64. Sea0 <a <b. ’
Se considera el segmento [a, b] sobre el eje OX. Calcula la al-
tura h del punto sobre el eje OY que abarca dicho segmento
con mayor dngulo 7.

Calcula dicho dngulo y justifica que tal valor es efectiva-
mente el maximo absoluto.

65. Dada la funcién f(x) =1 —x?parax € [0,1], paracadaa € [0,1], ’
se considera la recta tangente a la curva y = f(x) en el puntode °
abcisa a. Calcula el valor de a que hace que

(a) el tridzngulo OPQ que forma dicha recta con los ejes coordena- /\

dos sea tenga drea minima;

(b) la longitud del segmento PQ de dicha recta comprendido en-
tre los ejes coordenados sea minima.

En ambos casos, calcula el minimo de la magnitud que se mini-

miza, y justifica que efectivamente es el minimo absoluto. ° a Q

66. De todas las rectas que cortan perpendicularmente

a la parabola
2

y=x
en un punto del primer cuadrante, encuentra /
aquélla que hace minima el drea comprendida en-
tre la recta y la parabola.

67. Se construye un dep6sito como el de la figura con una ldmina cuadrada de metal de 3 m. de
lado. Expresa el volumen que encierra en términos de a y halla el méximo volumen posible.
(La figura es un prisma recto cuya base es un trapecio. El volumen es igual al drea de la base
por la altura.)
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Problemas Tema 5

Métodos de integracion

A. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Calcula las siguientes integrales:
(a) / 3x4 —2x+4)dx (d) /seandx (8) /tgxdx
) / Shadperd)dx (o /log X (h) /costdx

) /m X @) /3x\/1—2x2dx

2. Obtén las siguientes primitivas de funciones racionales:

2 +1 1
<a>/ e © /xg x2+1 (e) /(xz—l)zdx

xt—x3— (x+1) 1
(b)/ x3 — x2 ax d)/ x2+x+1 X—l)dx (f)/(x2+l)(x—|—1)dx

3. Calcula las siguientes integrales:

' 2

(@) / log x dx (e) /e‘”‘ cos bx dx (i) e* —3e™ dx
1+e*
e x? + 1
) [ Fm 0[5 0 [ VT~ cosxdx
(©) /esenz" sen2x dx (8) / logx )” dx (k) /(x2 log x — xlog2 x)dx
x
(d) /xsenxdx (h) /arcsen 21 x dx
4. Calcula las siguientes primitivas de funciones trigonométricas:
sent x sen x / Cos X J
(@) / c052 (© / cos x(1 + cos? x) ax (©) sem®x + 2cos? xsenx
sen x cos x 1

(b) / sen x ax () / 1—cosx ® 1+4cosx ax
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Métodos de integracion

5. Obtén las primitivas de las siguientes funciones irracionales:

d
© / ﬁ(1x+ )
©) /\/;%dx @ [V 2

6. Calcula las integrales abelianas siguientes:

dx
@ | 55 e

dx
(©) /(sz) —
)
d) / ”1x2x dx

()/ dx
V] -1 +3

dx
Sl v

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

7. Calcula las siguientes integrales:

x+3
@) /\/x2+6 @ /x2+a2
(b) /xe dx (g) /x(arcsenx)2 dx
(c) / 4ixx2 (h) / log? x dx

@) / sen x log(tg x) dx

G) / x"log x dx

o [
(e) /\/ax+ bdx

8. Obtén las siguientes primitivas de funciones racionales:

@ /ﬁd" @ [ et

2x3 + x2 +4 x?
® [T © [
dx

© /xzxx;—il ) /1_ i

© [

1
o | s

dx
xv1—x

dx

1
(©) / (14 x2)V1—x?
1
) /mdx

(k) /x(logx)zdx
1)) /xarctg Vaxdx

(m) / x arctan x dx

(n) /cos(logx) dx

(0) /Cos2(logx) dx

( )/ 1+x
& x2(1+ x2)

<h>/1_xs

9. Calcula las siguientes primitivas de funciones trigonométricas:

sen x

@ /1—1—4cos2

(b) / sen® x cos* x dx

(d) / cos? x dx

dx
() / X
Sen X Cos x

(c) /tg3xdx (f) /tgzxdx

Analisis Matematico
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cos?
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10. Obtén las primitivas siguientes:

x2(1—x)7 dx V16 — x2
) | ——— (f) 16 — x%dx
()/x+x2 1—x%1dx ) /Vx(l—x) / dx

. (2)
1/3 @ /(x+2)\/mdx & /(x+1)m
d
® / 7/3 (e) / V2ax — x2 dx (h) / x\/xzxﬁ

dx
(14 x2)k/2

11. Calcula la primitiva / para los valoresde k = 1,2,...6.
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Problemas Tema 6

La integral de Riemann

A. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Calcula el valor de las siguientes integrales de Riemann:

(a) /O'g(senx—FX(x—Z))dx d) /02(1+x2)3dx © /22|x2_1|dx

) /25(x—71)2dx (e) /Onsenxcosxdx (h) /03‘x_\/§|dx
i v 1,2

(c) /1 (14 vx)>dx (f)/O x cos(x2) dx i /4%5&

2. Calcula la derivada de f en los siguientes casos:

*od ? gen\/u £ x
(@) f(x) :/0 (Httz)g ®) f(x) :/0 VI © Fb) :/ BN

1+u B 14+ x4

3. Calcula f(0), f/(0) y f”(0) si f viene dada por

*1+4sent
_1 dt.
+/ Z—HE2

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

4. Sea f : [—a,a] — R una funcioén integrable. Demuestra:
a
(a) si f es par, entonces [* f(t)dt =2 / f(t)dt
Jo

(b) si f es impar, entonces [*_f(t)dt = 0.

5. Acota las siguientes integrales usando el teorema de la media:

1 2 1 3 dx 1
(a)/o Vit2edr @) [ godo (c)/zmdt (d)/o \Jo(1—0)de
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8 La integral de Riemann

=)

|

[0 ]

Ne)

10.

11

12

1log(1+ x)
1+ x?

1 /4
. Sabiendo que / arctg x dx / xdx
0 0o cosx(

T
= —log 2, calcul .
ax g OBLCaCHa |y cos X + sen x)

. T xsenx .. .
. Calcula la integral ———— dx. Indicacién: hacer el cambio t = 71 — x.
0 1+4cos*x

T 1
. Sea f una funcion par y continua. Prueba que / xsenxf(cosx)dx =1 / f(x)dx.
0 0

3
x _f2/3
e

. Parax € R, sea f(x) = / dt. Calcula razonadamente la derivada de f y obtén el
0

polinomio de Taylor de grado tres de f en x = 0. Usando dicho desarrollo, calcula

im (Lo
=0 \x  x2+f(x))”
(a) Dada la funcién
xZ
F(x) :/ e Vidt,
0

estudia la continuidad y derivabilidad de F en su dominio. Calcula F'(x) donde exista.
(b) ¢Tiene la funcién f(x) = xe~ "I primitiva? En caso afirmativo, calctlala.

(c) Deduce el valor de F(x) para cada x € R.

. Se considera la funciéon
VX
F(x) = / 1—2ldt,  xe0,2].
0

Estudia la continuidad y derivabilidad de F en su dominio. Calcula F’(x) donde exista.

. Encuentra una expresion explicita para una funcién f que verifique la ecuaciéon

(a) /Of(x)tzdt:x2(1+x) (b) /Ox f(H)ydt =x*(1+x)
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Problemas Tema 7

Integrales impropias

A. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Estudia la convergencia de las siguientes integrales impropias. Calctlalas si convergen.

oo 2 1y
(@) /O e dx ) /0 log(|x — 1|) dx (2) /0 sy
® [rerar © [ 4 & [ e
() /01 log x dx (f) /t:o ey (i) /01 (1_3;2)% dx
2. Estudia el caracter de las siguientes integrales impropias:
@ /+0<> sen(xig logx @ /+oo 11(35; ® /0+oo lolg_xx2

+oo —+00 _ —
(b)/ (senx)log|x — / (x —1)log|x 1|dx

—+00
d
x(x —1) i@ || ¢x—1‘||*x—z|”h) NEEETE

+e Jogx / _arctgx , /+°° log(1+ x)
(c)/O 2 (£) (£ 2 dx M | 7x(1—|—x)ﬁdx

3. Estudia la convergencia de las integrales (p € R)

1 +o0 +00 to  logxdx
(a) / |log x|? dx, (b) /  dx (c) / ﬁ (d) / o xax
0 0 (logx)2x2

2x \1—x2\2

En caso de convergencia, determina sus valores en funcién de T (usa que I'(3/2) = /7t/2).

. . 71— cosx
4. Se considera la integral / ——dx.
0 sen*x

(a) Calcula para qué valores de « la integral es una integral impropia de Riemann.

(b) De entre los valores anteriores, calcula « para que la integral sea convergente.

. , : . [™/2 senPx
5. Para cada p € R, estudia el cardcter de la integral impropia ——dx.
0

V1 —cosx
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Integrales impropias

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

6. Estudia el caracter de las siguientes integrales impropias:

1 logx 1 dx
@) / - pdx @ / x1/2(—logx)1/2
o oo senx
()/+ arctan ( ) dr )/ — dx
Pl x| P pﬁ
‘ e logx
Y =
© / e

—+o0
(v >0) ® |, \/7

—+00
(h) / e “logxdx
0

Fo0 logx
@ / (x —1)3/241/2 dx

0)/ g— N

7. Estudia la convergencia de la siguiente integral impropia en funcién de los valores de a,b €

R, y calcula el valor de la integral paraa = b = 1/2:

|} e
0 xafl(l _ x)bfl

dx.

f(x)
8. Sea f : [0,1] — R continua, f(0) = 0, y derivable en el origen. Prueba que converge / n dx.

—+00
9. En funcién de g, estudia la convergencia de la integral impropia / xsen” (1/x) dx
1

+00o
10. Estudia el carécter de la integral impropia / e VX log x dx.
0

11. Estudia la convergencia de la integral impropia /
0

400 e,x}i
7 dx en funcién de p,q € R.

v g :
12. Sea f(x) = . Calcula una funcién F tal que F'(x) =

14+ /x

e o f(x)
d _JN
@ [ feax O [ e
+o00 t2 -1
13. (a) Estudia el caracter de la integral impropia / T
1

f(x), F(0) = 0. Calcula:

dt.

© [ Fa

(b) Mediante el cambio de variable t = 1/s, prueba que el valor de dicha integral impropia

. . . —#
es igual al de la integral de Riemann . /0 a1
, P 2]
Se deflne F(X) = /0 mdt

(c) Estudia la derivabilidad de F en R y calcula F'.

(d) Estudia los extremos relativos de F, y los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(e) Calcula LlT F(x) usando el apartado b).
X [oe]

(f) Representa F gréaficamente.
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Problemas Tema 8

Aplicaciones de la integral

A. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Calcula el area de las siguientes figuras planas:

(a) El recinto formado por los puntos (x,y) del plano que verifican xZ 4 yZ < 36, y2 > 9x.

(b) La superficie encerrada entre la pardbola y*> = 4x y la recta y = 2x — 4.
2. Calcula el 4rea de la regién comprendida entre las curvas y = senx, y = cos x, x € [0, 71].

3. Calcula el 4rea y el volumen de la regién plana del circulo de centro el origen y radio 1 que
se encuentra entre la pardbola y = x? y el eje OX.

4. Calcula la longitud y el drea encerrada por las siguientes curvas de ecuacién en polares:
(@ r=a(l+4cosh),a>0 (b) r = /| cos 30|

5. Halla la longitud de la cardioide de ecuacién en polares r = a(1 + cos6), a > 0.
6. Halla las longitudes de las siguientes curvas:

(a) La de ecuacién y = 4 + x? entre los puntos de abcisas x = 0y x = 4.
(b) La astroide |x|3 + |y|3 = a3, a > 0.
7. Calcula la longitud total de la curva de ecuaciéon r = e~%, 0 € [0, +o0).
8. Halla el volumen de los siguientes sélidos:
(a) El que tiene como base el triangulo de vértices (0,0), (0,1),y (1,1) en el plano OXY, y
cuyas secciones por planos perpendiculares al eje OX son cuadrados.
(b) El toro engendrado al girar el circulo x? + y? < 9 alrededor de la recta x = 4.

(c) El obtenido al quitarle a la esfera x> +y?+22 < 1,elcilindro x> + 4> < 12,0 <r < 1.

(d) Aquél que tiene una base circular de radio 4 y que toda seccién plana perpendicular a
un didmetro fijo de la base es un tridngulo equilatero.

(e) Elengendrado al girar el 4rea acotada por la pardbola y = x? + 2x y el eje OX alrededor
dey =2.
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32 Aplicaciones de la integral

9. (a) Calcula el drea comprendida entre las pardbolas y = x> e y = 1 — x2. ;Es ese valor
mayor o menor que 1?

(b) Calcula el volumen de revolucién de la superficie anterior alrededor del eje OX y
alrededor del eje OY. ;Cual de ellos es mayor?
10. Calcula el volumen de revolucién generado al girar el drea comprendida entre las curvas
y=x/2ey = xsenx parax c [0, Z].

11. Halla la superficie de revolucién que se obtiene al girar la gréfica y = sen x para x € [0, 5],

alrededor del eje OX.

12. Calcula la superficie de revolucién que se obtiene al girar la curva de ecuacién y = 1 — x?,
x € [—1,1], alrededor del eje OX.

13. Encuentra el espacio recorrido por un mévil sobre una recta, y que en cada instante t € [0, 2]
lleva una velocidad v(t) = 1 — £2.

14. La Ley de Gravitacién Universal afirma que la fuerza con la que se atraen dos masas m; y
mjy es proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia d entre las dos masas ;Cuénto trabajo se necesita para elevar un médulo espacial
que pesa 15 toneladas en la superficie de la Tierra?

15. Un tanque esférico de 8 m de radio estd lleno por su mitad de un aceite de densidad 2
kg/1. Calcula el trabajo requerido para bombear el aceite a través de un orificio en la parte
superior del tanque.

16. La presion que ejerce un fluido sobre un cuerpo sumergido en él a una profundidad & es
proporcional a /. Calcula la fuerza ejercida por el agua sobre una ventana circular de un
submarino de 1 m de didmetro, que se encuentra a una profundidad de 8 m por debajo del
nivel del mar.

17. Una piscina rectangular de dimensiones 4 x 3 mide 1 de profundidad en un extremo y 5 en
el otro. Calcula la fuerza ejercida por el fluido contra uno de las paredes que miden 4.

18. Calcula la masa total de una varilla de 2 cm de longitud, y cuya densidad lineal en cada
punto x € [0,2] viene dada por la expresién r(x) = x> gr/cm.

19. Halla el centro de masas de una lamina de densidad uniforme y

(a) limitada por las graficas y = 4 — x> y el eje OX;
(b) con forma de triangulo rectangulo de catetos a y b;

(c) con forma de cuadrante de circulo de radio R.

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

20. Calcula el 4rea de las siguientes figuras planas (@ > b > 0):

(a) Laencerrada, alavez, porlaelipse (x/a)>+ (y/b)* =1 y la elipse (x/b)*+ (y/a)? = 1.
(b) La limitada por la astroide |x/a|*/3 + ]y/b]2/3 =1.
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Calcula para qué valor de r > 0 la curva y = r cos x divide en dos partes de igual area la
regién limitada por la curva y = sen x y el eje de abscisas cuando 0 < x < 7.

Halla el area acotada entre la curva y = ——— y su asintota.
x

1+
Sea S el subconjunto de los puntos (x, y) del plano tales que 0 < y < min{4 — x?,5x — 2x?}.

(a) Calcula el drea de S.

(b) Halla 2 < 0 para que al girar S alrededor de la recta y = a se obtenga un sélido de
volumen 207t.

Calcula el volumen engendrado al girar la curva de ecuacién y =

1o y su asintota.
X+t +x+2
x24+1
volumen de revolucién de la curva y = f(x) alrededor de su asintota.

Se considera la funcién f(x) = , x € R. Calcula la asintota de f, y calcula el

Calcula el drea comprendida entre las curvas y = y/x ey = |logx| entre x = 0y x = e.
Calcula el volumen de revolucién del drea anterior.

Justifica que ambas cantidades son finitas.

Calcula el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje OX la
region del plano encerrada por las circunferencias de radio 1 y centros (—1/2,1) y (1/2,1).

Calcula la superficie de revolucién que se obtiene al girar alrededor del eje OX la curva de
ecuaciony = x4/ 1 — x2.

Estudia si es finita el drea del recinto limitado por la curva y =

log x
2 —

el volumen y la superficie lateral del sélido de revolucién de dicho recinto alrededor de OX.

,x € (0,1), asi como

Segtin la Ley de Hooke, la fuerza requerida para comprimir o estirar un muelle es propor-
cional a la distancia d que representa la diferencia entre la longitud del muelle comprimido
o estirado y la longitud original. Es decir, F = k - d, donde la constante k depende de las
caracteristicas del muelle. Si con una fuerza de 3 Nw se comprime en 3 cm un muelle desde
su longitud natural de 15 cm, calcula el trabajo realizado al comprimir el muelle 3 cm mas.

Una cadena de 10 m, que pesa 1 kg/m, yace en el suelo. ;Cuanto trabajo se precisa para ele-
var uno de sus extremos hasta 10 m de altura, de manera que quede totalmente extendida?

Calcula el trabajo realizado al levantar verticalmente el extremo inferior de una cadena col-
gante de 6 m de longitud, que pesa 3 kg/m, hasta una altura de 6 m, dejando la cadena
doblada por la mitad y todavia colgante.

Un tanque cilindrico de 1 m de radio reposa sobre su lado, y estd lleno hasta la mitad de
petréleo de densidad 10 kg/m?. Determina la fuerza total ejercida por el petréleo en un
extremo del tanque.

La cuerda de ecuaciéon y = x2, x € [0,1/2] tiene una densidad lineal r(x) = x. Calcula su
masa, y su centro de masas.
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Problemas Tema 9

Series numeéricas

A. PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Calcula el limite de las siguientes sucesiones de nimeros reales:

n%+2 log(3n? +4n +5) n?
@ n+1 ®) log(n + 10) ® (1+n2)r
n5+3n2 -3 n
b)) ———— log(e" +4) < a+n >
o ® g @ vz ™ \ara-1
(C)W . 2_|_(_1)n +21+-- -4 n!
W) () !
(d) Vn+2-1 log(n +2)

v .. n?/3sen(n!) (0) VIHV24- o+
© Vi24n—n O =1 (n+1)/n
(=2)"+3° 1,/(2n)!

O gy 3 (9 sen o L/

2. Calcula a sabiendo que li_r>n
n—o00

10g(7’l+a) nlogn _2
logn T

3. Halla, calculando sus sumas parciales, el caracter de las series:

[o0] " (o] 1 [o°] (o] "
(a) ;0-2 (b) V;n(n+1) () n;\/n+ —vn (d) n;(—l)
4. Estudia el caracter de las series de término general:
1 n3ntl L 3n—1
@ a3 © 5 V2
¥ ® (-1)" "5 Vn
b n—1 k
(b) n?+1 (g) nte? 3 &) n+1)y/n
© 5 w e
2 0 - CES]
2 n+1
(d) % @ Z; ™) G =1y
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36 Series numeéricas

5. Estudia el caracter de las series de término general:

e"n! (2n)! (—1)" (—-1)"
@ n" (©) (n!)24n () n?+n+1 ®) 2n—1
n* 1 =Dt
- — cos = (f)
(b) n3x+1,x>0 (d) 1 cosn NG
6. Demuestra que las siguientes series convergen, y calcula su suma:
1 1 n+1 1
(a) T 47 T A/ A .9 4
grﬂ—l ngln(n+3) rgn?’—n ,;4712—1
n? 2n+1
(b) } (n+D)a"Jal <1, Y o0 ) =,
n>1 n>3 n>1
. . o : 3n+2
7. La sucesién de sumas parciales de la serie ) a, viene dada por s, = i Halla el

n=1
término general a,, de la serie, determina su cardcter y su suma si es convergente.

8. Se deja caer una pelota desde 10 metros de altura. Si en cada bote se pierde un 30% de altura,
halla la longitud vertical total que recorre la pelota.

9. Calcula con un error menor que una milésima la suma aproximada de la serie

probando previamente que la serie es convergente.

B. PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

10. Demuestra, aplicando la definiciéon de limite

1 3n% —12n + 1

(a) i, o © lim ==
1_ 3

(b) tim 3 (d) lim (=5)""% = oo

n—o0 5 —2n 2 n—00

11. Calcula el limite de las siguientes sucesiones de ntimeros reales:

@ Vitno it g nhsent () <10g(n+2>>
\/ \/ n -4 cosn log(n—|—1)
(b) /n?+8—v/n?—

(f) (8" +4")sen’ 1

21’1
© Vn+1l—+/n+2 nil e \/n+ E’H—l
Vn+3—+vn+4 (8 <n2+n+5> ) (7’1 +n)1/(2n+l)
on+l 4 gn+l log(n!)
h
)~ (h) log 7
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12. Calcula los limites de las sucesiones de términos generales:

Vn2 ! a+n \" N
() (”n;r_Z]”) (e) (Hn_1> ) <1—|—sennlp> ,(p > 0)
n ) (1+vn—vVn+1)V" et
log(n+2) (2n)!
(b) (10g(n+1)> (8) (2+3n")" (”211/"(1)1 | )
ogn ﬁ
© 2 ) ( 2n+1 > " {1!+ —I-n'] )
(1+n2)n nc+n+>5 g T
n L[ Va+ b 1n
(d) <1+sen(711)) (i) <\/52> ,(a,0>0) (m) [W}
13. Estudia el cardcter de las series cuyo término general es el siguiente:
@ 0 1 2\
(n+1)m2n ,/n(n+1)(\/ﬁ+\/n+1)(P) 5n 1
(b) 2n+1 . 3
n3" . () Zia @ \/712-1-11;\/112—71
(c) (—1)”1147+1 ) vVn+1—+/n - 1
_qyn1_ 1 I
(@) (=1 3logn 0 (-1 t(n+1) Ojn
) (Vn+2)" n(2n+1)(2n —1) (s) fa
o I oy L v
) 6" 3—cosi (t) (="
(g)5+\/ﬁ - I+14+. 41

5"/n ;
—n)" /|
O © 2 aoen @ Jeos (543)]

14. Demuestra que las siguientes series convergen, y calcula su suma:

n?+1
(a) ———, (sabiendo quee = )
Loty Lo Lo
2nt2n —2 3 7'[2 1
b Y2272y 3 (abiendoque & = ¥ )
n;z 22— 1) n;;ﬂ(nz—z;) que ¢ n;nz
n?+2n+1 211
1 - = =
(C)Tgo n2+2n ,;(1+2n)(1+2n—1)

15. Estudia, segtin los valores de a € IR, la convergencia condicional y absoluta de las series:

nla” al
()nz>1(n+1)(n+2) 2nt1) (b)ngmlel
nla—%)"

16. Consideremos la serie de término general a, = (—1)"*! =

. Estudia, segtn los val-

ores de a € R, su convergencia. Paraa = 6, calcula ) _ [a,|.
n>1
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38 Series numeéricas

17. Se considera la serie de término general a,, = (—1)""12"(a + 1)?". Estudia su convergencia
absoluta y condicional. Halla ) _ |a,| paraa = —2/3.

n>1

18. Consideremos la serie Z(—l)"“na”.
n>1

(a) Estudia la convergencia de la serie segtin los valores de a € R.

(b) Calcula su suma, que denotamos por s, paraa = 1/2.

(c) Sea (s,) la sucesién de sumas parciales de la serie del apartado anterior. ;Cudl es
el valor de n que hace que |s, —s| < 0.1? Compara este resultado con el apartado
anterior, calculando exactamente el error.

1/n, nesimpar,

19. Estudia el caricter de —1)"g, siendo a, =
Z( ) . ! {1/712, n es par
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Problemas Tema 10

Series de potencias

A.PROBLEMAS FUNDAMENTALES

1. Estudia la convergencia de las siguientes series de potencias:

@ L 0 L5 © L (snd)wr @ Do

n>1 n>1 n>1
) 27", sin =2k
siendo a,, = ]
37", sin=2k+1

2. Dada la serie de potencias Z n3x”, calcula su radio de convergencia, su intervalo de con-
n>1
vergencia y su suma en dicho intervalo.

x?’l
3. Dada la serie de potencias —_—
P ; (n+1)(n+2)

caracter de la serie en los extremos del intervalo de convergencia.

, calcula su radio de convergencia. Estudia el

> 1

4. Dada la serie de potencias Z (n + ) x"", determina su radio de convergencia, estudia la
n=1 n

convergencia en los extremos del intervalo de convergencia, y calcula su suma alla donde

sea convergente.

5. Calcula el radio de convergencia y la suma de la serie de potencias Z (2" —n)x",

n>1
6. Suma las series de potencias Z a,x", en los casos:
n=1
n?+2n+3 (—1)nt () ay =3n*—n+1
(a) an—T (b) ﬂn—m
7. Desarrolla en serie de potencias las funciones:
1+x 1+x 1
1 T -
(@ log 7 © Gy © Gy
(b) arctanx (d) (1x_+xi)3 (f) sen’®x
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Series de potencias

B.

10.

11.

12.

13.

14.

(a) Encuentra la serie de Taylor en el origen de la funcién f(x) = xlog(1 + x2). Estudia el
intervalo de convergencia de dicha serie, y justifica en qué puntos de dicho intervalo
coincide con f.

(b) Encuentra razonadamente la derivada de la serie de potencias anterior, y deduce el

valor de la serie numérica
1)"1(2n+1)

X:: n4n

(c) Aplica el Teorema de Leibnitz a la serie anterior para averiguar la suma parcial que
comete un error menor que 0.1 con respecto a la suma total. Compara el resultado con
el valor real obtenido en el apartado (b).

(a) Estudia el intervalo de convergencia de la serie de potencias Z (—1)"px"
n=1
(b) Encuentra el desarrollo en serie de potencias en el origen de la funcién f(x) = ﬁ

indicando el intervalo de validez de la igualdad.
(c) Estudia el caracter de Z (—1)" 1 2% y en caso de convergencia, calcula su valor.
n=1

PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS

. . . x" 3" (x —2)"
Se consideran las series de potencias Z 2 Z
n>1 n(n + ) n>1
convergencia, estudiando el comportamiento en los extremos. Calcula la suma en el interior

del intervalo.

. Obtén sus intervalos de

n
Se considera la serie de potencias Z & (x —-2)", p>0.

(a) Determina su radio y dominio de convergencia segtin los valores de p.
(b) Para p = 1, obtener la suma en el interior del intervalo de convergencia.

—1)"
Estudia el intervalo de convergencia de la serie ) <() — n) x".
=1 (n41)2n  3n

. . 1 . . .

Dada la serie de potencias Z <n2 + — ) (x — 1)", determina su radio de convergencia, es-
n>1 n

tudia la convergencia en los extremos y halla su suma.

(a) Encuentra la serie de Taylor de la funcién f(x) = x cos x. Estudia el intervalo de con-
vergencia de dicha serie, y justifica en qué puntos de dicho intervalo coincide con f.

(b) Encuentra razonadamente la derivada de la serie de potencias anterior, y deduce el
valor de la serie numérica
[o0]

n:

2n—|—1)
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(="

5 x", estudiando
n2—n

15. (a) Calcula el intervalo de convergencia de la serie de potencias Z
n=2
el comportamiento en los extremos del intervalo.

(b) Sea f(x) =) 7(12_1)11 x". Expresa f’'(x) para cada x del intervalo abierto usando fun-
n=2

ciones elementales, y deduce el valor de f'(1/2).
(c) Calcula f en términos de las funciones elementales.
16. Mediante el método de los coeficientes indeterminados, calcula los cinco primeros términos

del desarrollo en serie de potencias de las funciones:

CcOS X © CcoS X
1+senx 1—2x

(a) tanx (b)

17. Desarrolla en serie de potencias las funciones:

(a) log(a + bx) (b) (1+ ¢)? (c) Shx = (e* —e ™) /2

1
18. (a) Encuentra la serie de Taylor en el origen de la funcién f(x) = 1= Estudia el in-

tervalo de convergencia de dicha serie, y justifica en qué puntos de dicho intervalo
coincide con f.

(b) Encuentra razonadamente la derivada de la serie de potencias anterior, y deduce el
valor de las series numéricas

o0

n
Z 231171
n=1

(c) ¢Cuales el valor de la suma de la serie Z n2%1?
n=1

19. Calcula el intervalo de convergencia de la serie de potencias

)3n+1

; n8"

y encuentra el valor de la suma en término de funciones elementales. Para x = 2, usa el
Teorema de Leibnitz y calcula una suma parcial de la serie cuya diferencia con la suma total
sea menor que 1072.

2
20. (a) Prueba que la funcién f(x) = Sen(x )

para x # 0, f(0) = 1 es indefinidamente deriv-
able en el origen. Calcula (") (0) para cadan € IN.
(b) Calcula el desarrollo en serie de potencias de una primitiva de la funcién f(x) = e,

o] x3n+1
21. (a) Dada la serie de potencias n;] Ty

convergencia en los extremos del intervalo de convergencia.

determina su radio de convergencia y estudia la

(b) Sea f(x) lasuma de la serie anterior. Calcula f’ alld donde exista, y escribela en término
de funciones elementales.
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(c) Calcula una primitiva de 5, y deduce una expresion para f en término de fun-

1+ x

ciones elementales.

00 ( -1 ) n+1

(d) Calcula razonadamente el valor de Z —t
= 3n+1

2
22. Sea f(x) = zn‘cta;rzl(x)

es indefinidamente derivable. Calcula ") (0) para cada n € IN.

para x # 0. Define f(0) para que sea continua, y prueba que entonces

23. (a) Encuentra la serie de Taylor en el origen de la funcién f(x) = (HlT)Z, determina su

radio de convergencia, estudia la convergencia en los extremos del intervalo de con-
vergencia, y justifica en qué puntos del intervalo de convergencia coincide con f.

n—1
23n-3"

[e0]
(b) Estudia la convergencia de la integral )~ (—1)
n=1
usa la acotacion del error que da el Teorema de Leibnitz para encontrar una suma par-

cial que diste menos de 1072 de la suma real. Usa el apartado anterior para encontrar
la suma real, y comprueba la diferencia con la suma parcial calculada anteriormente.

Determina si es convergente y
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