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Intraducción
:d

Qué es el"'
Calculs"?

La asignature puede resumirse en una imagen :

vv
Das problemes fundamentales:
1) Determinan un nimees

gue
mida el area de

la región A.

2 Determinon un niemees
que
mida la inclinación o

pendiente de la recta B
.

El probleme is dalugar al Calcub integrol, jel
23 al Calcub diferencial .

No abstante
,

lo interesate es el prscess por
el
que

definimas conceptos tales camo area",
4

pendiente", y
la multitud de concxines

y aplicaciones enatros
ámbitos

233 relscidad
,

variacio de la temperatura, mariniento de
lss fluidss, a planetas, gasto de combustible segien masa,.

is cudguier pescess gue reguiera"'suman tracitos":
calcub de masas

,

volemenes
, freezas, energia ,...

s2-



Aunque se estudian derivadas antes que istegales,
históricanente el calculs integral precede al diferencial .
De hecks

,

e "'metods de exhancion" para apusximan
areas era consaids po

las
guiegas y,

mas aun
,

Arguimedes(uasoa.C) dix formulas exact para
varias figuras .

Ejempl.: Calculs de arca bajo parábola
Isol usaremos operacines elementales?

52
Area A de la region?

îf} Apisxinamos por rectárgulos .

Dividimos la base en n trazas
: 0,5

n.

"
o-.-

In cada pubs xxby
,

con

ksaş
1şmmi pademos constrair an rectage

I L !
-

-
-

-

f poz
arriba

y por abaps dele
oçî = paráborle
af **

b
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Vemos
gue

si sumamss el ance de los trianguls
rajos,

obtenemos una aprsaimacion por excess,

y analgante por defects con lss verdes .

Calculems primees po excess:

Area rectanguls k.
z

x i EubY)=kBp
JJ+ -

-

oo
o ?
,
î p

b base altura
-

2
b

i khex

Las sumanos: Sux PB
3

t
2

hßBstunt
nes

-C12x2?t-ntñ)

Reprtiend el process conlss rectangulss inferioes,

snxBsCRx 2?t...+Cn-D).
Tenemos de moments la apesximacion snaAaSn

¿
R+2t-tr? Anquimedes enconti's gene

pxåtantñstt EiJ

-Hhe



Heceno camo demostran fácilmente que
LiJ es ciento esta semane

.

De la igualdad LiJ deducimos que Lejeccicis]

p
2+2?

tuntn- DC.2aBS 1+2 tont n ?

=

%n3
snsaSn

Tenenos
pues que

sñÁSn

snab BaSn paracalgeieun.

Veamos
gue

esta implica A
=!

Camo snsb3CP+2d..t+ CnoD
)

aBo
entonces

Snx sntBBnec- Bt.

y analagamente sus -n. Por tentss

B
-Bsda+B

para tado nal.

Concluimss probands cada caso posible:

As
-

b
3 oA

s53 o A=-53.

Dan lugar a ura contradiccion fEjercicio.Apastel
,p.7J

- S
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Ha sido fundametal usae la formle para
R

+2turtr?.

à Qwe' hacen para una curra gewl?
^ Integrales b

{ Ws Muchs ma's facil": AsJxdx-5.Newton
,

Leibnizs ... Gandy, Riemenn Cr12sa)

Pregarta: d Cams calculan
,

a apesximan, la

longitud de mo curra?

rut
Idea basics del calcals integrab: scmar tracitoy"s

ViP
Aviso

:

Necesided derigo en las conceptos
!

à Qué es aree
?

d Y longotnd?

L
, Paradoja de le línea de costa .
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Clase 2: Los numeros reales

Comentamss
ayee gue

el calcul
surge de

estudval

dos poblemas: determinar areas y calcular tasas
de variacion Ccalculs integral y diferecial, respo ).
Durante siglss, esto se hizo con mucha intuicion

y

poco rigor,
hasta lar aparicion de problemas y

paradojas.
Pa ejemplo :
1 Calcular longited decosta .
as ¿ Existen funciones continuas sin recta tangete
en ningún punto?

La necesidad de
rigor

da lugar a las matematices
modeeras en los siglss

Némeros

Todos entendendemcs intritioamente guesmn las

niemers naturales
: 1,2, 3,-..

Tambien nas resulta facil pensou en los entecss,
-1,-2,-3,-.-..

eincluss en los racinales 15"-
- 7-



Pero
,

d
'existen

más número
?

ta respuesta no es del tod obria
.

Pre ejemplo, podemss penson en E
.

Nateno
que

E ls definimo como aguel nimees x tal que
x

.x- 2. Pees
,

dexiste tal x
?

En ester caso particulaus saberos quest porel
Texcensa de Pitagaras :

X

l =
s

Xix -1712

l

Faltanie ver gue Rng es
racional

Pees
, d'y en general?

}

dJx
/xix.x=3?

En el sighs se queera probor que las
himless reales de heds existen

.

Nosatros definirems los numeess reales como un

conjuts gue satisface wa seie de propredades,
llonadas aximmas

.

- f-



iNúmeros reales

1}

Conjunts de númens con dos speracimnes intersa(sumet,
prsducts "), un onder(a,3.) J" complets".2} zJ

Axionas CPespredades)

IJ De la suma y products :

1 Suma asociativa : Xty)+7 +x+Cyt8)

2) Suma conmutativa . x t y

-
y

t x

33 Pisduets asociatios: X.g).z- x.Cy.8)

1) Prsducts conmentativs : xry- y .s

s
)

Jelements neutro
para

la suma
:

xt
0-x

67 Felements opuesto para la sumeir xt Gx)=O

5) " , neetro
" el prodects : xilx

&) "' inversa "" - : x. XD =1 Cx
40)

a Distributiva:( xty). 85 X.8+ y .z.

"] De oden :

1 Tricotomia: Dad XER
,

entonces

xzo o xs
0

0 4
s0.

-9-



2) Suma: xo
0, yo0+ xtyso

37 Prsducts :4s0,y705s x
.ys0

otras pispiedades: Lse pueden dedecir
de 1-23-37]

xay 5 X+22972
o

X2y, 8 30 75 Xz
2y.8

xay, 8
c0

5 X
23 y

.8

Osaab asead

5
OsaeabidI

Z 80 5s 82
s0

Esta puspredades has permiter resolver las
inccracimes

.

Recordamss tambier la fucion valor absoluts .

KaloabsolutDef
:

1.1?R
1R-s[o,o)

X si x
?o,

x13 1
x1-%.x

si x
=0,

que nos sirve para medir distacias en R
.

Ej 1x-3121 5" Puntos x que
distan de

3 meno gue
1."

En efects, resolvenss la inecuraim:
s
lo-



SiX-330: X
-341-7X CH

B-xatasx323co: ç
Es decie

,

1x-31a15
XEC2,+

Propiedades: 1x130 y lxkoxx-o.

lxiyI -Ixllyl

extyl s lxltlyt (desig, trianguler)
fx-gt 31 lxt-lyll Ctriangelan invensa)

Reslver laiscoracionEjercicio.
f x -11 t J x x 1 1 xH

.

S
&:

Six-130:5ix+130: 2
xatt

-
sx

22 b L
1,2)

Six tho
:

Noes posible.JL
SixoloiSixxL

30t-xxltxxls2xk-sEI,1)

Sixt12o:-x+1-X-15-2x a
4

es x2-2

SGZ
;D

Pou tubo
,

1x-11+ lxtllat IXEG
2,2)..1

Hemos vists los aximes de le
sumey pusdeets ,

y

de oder
.

Nas queda el axima que distingue
- 1
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a1 principalmente ybs hace"' complets".

Para eniwarls
,

necesitamss recsdar cieutas

definicimes

Dads un conjuts AaTh, se dice
que
a6tDef;

es cota superie
de A si

para
tod aE A se

tiene
que as

2.

AcRes acstads supecionmente si tieneef:

algue ssta superis .

oDef Se dice
que

a Ees supremo
de ACTo si

:

"
;

1) a es cotan superior
de A

.

23 a es menor r igeal gue chelguier esta

supecis de At.

Es deci
,

el
supress

de A es la mera de sus

cota
suphcines .

Fin lase 2,]L

Ej: 31,3,54=A

Cudguier nimers XER, X3.5 es cota supecio de A .

Claramente
,

X=5 es la minime de ellas
.

Is deciy

supAsS .

- 12.



Definicio equivalente de supress .

2
GRes suprens

de A si? Aq
)A

1) Es cota superio x
a

-2

2) H s
0,

FaeAlar N.E.

Dieb de otha forma
,

sia-sup As entonces para

cualguier xxx pademss encontran aEA tal gue
xcas

2.

Axime del supress; S
.

AcRes no vacio
y

acstads superioumente, entonces A trene
supresso .

Notas
Este

axioma es el
gue peesite deducin le

existencia de numees como 52.

XERLX
:2?

LAS bXER
:X22448 y

acstads supeio,

leegs A tiene
supremss sup AsB.

Faltara demostran
gue B352 LEjeciais

spainal].
Ired

. Ab
.J

Ip Tad bs antecis se enencin aalogate parael
infimo.

-13-



Finalmente definimos marims ly analagamente
múnino

):

Def MEACK es el máximo de A si

cualquier a EA cumple asme.

A diferencia del supremo,
el maxirmo de wn

conjurts debe paterecer a dick conjuts.

Ejerplos lejucicis: Determinar el supremo, infine,
máximsy ménimo .

A
dAsbxGriOşx

<lE 5

supA=1, infAs o
Camo infA-OE A -3 minA -

o.

Sin embargs, supA-1 A-s A no tiene maximo
.

å'Porqué A no tiene maxims
?

supongamos que
si
y
llamémasls x

.

Camo es un

máximo
.

XEA
, leegs xal. Pees entonces vemos

gue
oc xt1 abs luep IEA, yademes

x x
X x 1

2
s esto contradice que x fuese asta sup .

-xk

+1b-



2)B
=bxGQ:X222k

sup Bs R, infB =-E.

ComoR.ECaly patantsE.-ECBS, B
no tiee max

,

ni mis
.

3 CSJXETR: FNEN conx- 1
t54

btk
2a

C
=]2,17 5,1x5,.. .

I

i I i iiiiiniieeieiee l

y îçts 2

claramertes 7
x

sup C+ 2- max C.

Además
, pademos dedecie que inf C-b sy camo
I

4C,

no trene múnima
.

Tingcs
1? suponganss que no

: wifCs X
.

Camo 1
es

ista infecio, necesariamente X 31;

y
camo suponenss t41, tenemos
t

39.

Entonces
,

X
-130.

Si tomamos no
y

j

X-1

obtenems
gue1

thab,

contradiciends

que tifCa.(dejads como ejecicio) *

- 1
S
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Clase 3: Números naturales
.

Inducción
.

. Ns 1,2,3,...s No estan acstados
.

. Propiedad arguimediana de1:

Dados JER,O4XER, entonces FNEN tal

que yaux.

o. Es decis
,

dads un segmento arbitrariamentegiende)
y
ana reglo Cda igual cams de pequera),
siempre pueds medeir el primees colscad la

negla consecutivanate un nimees finito deveces.

Principra de inducaó
:

Ejemplslejacicio: Demostran gue para cualquicr
NEN se cumple la igualdad signiente,

1+2+3+...+
n--

MontD
?).

Padriamo proba casaos paticulares :
n-t-s1-+

IV

n
-2-31t2+3--V

+

16-



n
53-a17273-6-B.I

V

:

peco como los naturales "'no seterminán
,

nunca

As habremos demostrads para malguier n.

:Supongamos gue la igualdad es cienta

para
nxmEN Lcasa que no sabemos

].

Si bajo esta supuesto samas capacesde
demostran

que
entonces tambier se cumple

para nmtl, habrernss concluids .

¿ Pauqué?
Sabewo

que para
nol es cientafls

herss

compisbadsJ
Pers entances

, poe L*J,

tambiér es cieta paran-2.

Esto a su vet implica Cpor LtJ) que se

cumple para nx3, ..n. y asi sucesivanete.

Lo aplicamos al ejercicia :

D La igualded es cieta para noh:1 V.
2) Demostremos gue

si es cieta para

+17



nom
,

también ha de sals
para nomth

:

p Hhipotesis. Htatantm--moanth ?)'

Objeticn .¿
Ht2t--MxCmtD-CmtDCCmtD+D)?

Calculamos
:

mCmtD mCmxDxzCmxDs1
t2t-.tm

tCm+D-
2

tmtIs
" z

î
MtDCmx2)Usand hépot. z H

o Resumims el metod de demastracion
por

inducción
:

piej, laigualdedanteria
)C

Inducción matemática !
Dada una afirmación ACn), DEN, para
demostran

gue es
cicta

parc cada n3 ne,

basta com
:

1) Proban que Alni)
es ciccta

,

2) Proban que
si ACKJ escieta Ccon kxsn

,

cnalquiera), entonces ACK+D tambier .

n
,

suele see 1.

-I2-



Ejecicio : Demastran que para
todo NeN

ypara
toob nimers real 43-1, se cumple que

Clxx
)sfxnx.

Fin
ease3

J

{
So

:

-

o Caso base
:

n-l-s CITX): HX31t1.x V

flipótesis de inducción
:

(
l+xJ

31
tnx.

Denostran
que sin,

entonces nth:

CHTXJMT
'

ITX)' CHX
)-

CH
+NXDCHTX)-

- î

Hhip. Ind.

tltxthxthx ?sAtChtDxthx?sltCntDxy.
I

3 o

DefNúmeros enterss:E No304ub-ninENE

Parte entera de XER ParatodoxER
,

exeste unLxJ :

único kER tal
que
Ksxaktl

.

Esto es
,

llamamos parte entera de x
,

Lx
3,

al enters

menor

que
x más pioxins ..

Ej: L2, 33- 2, [2.73 -2,£-2.23--3

- 19.



Hemos
gue

LXJ :R-s4 es una funcion escalmada :

Ex
}

o

o

jz jı . }
X

r

o

Def Nimeros racimales : QILMIMER, UENE

Propredad: Q es " dens." en1h,esto es
,

HxyEDconxay, ZpEq /xspay.

bef :Arracinales:A+2a

d EsA
+b?

No
: po ejempls, reamss gue
aba

.

Dem
, por

reduccion alabsunds
.

Supongamos REQ . Entonces Jp. qE N sin factres
consideramslacomunes tales

gue R2+Ig ( fraccion implificae ).

- zoo



Por definicion, FJ" 2 jestres, 25 7 g2. Asis
p?s 29?. x

Tenemo entances
gue p

?

espar, y portanto

pespar.
Estres

,

JKEN
/ p =2k.

Volviends a Dtenemos que (2b552g7s

s Hk, 29 5s g: 25-s ges paits ges par .

Pers sip y g
sm pares, ambs son divisitles poe

2-o8
contradicción

Ejencicio: l
.a),

9)

3, h
)

fas

1
o.0)

11. es

- 21-



I
.

Q= racionales
,

H
5

Dirracinales
.

a
)

80oy

(
5 atbøA?a.D

Es cierto
,

Lo demostramos
pre
reducción al absurdo

:

Sean a EQ
,

bEA
. Suponemos at bE Q, es decir,

gue JpEZ.gENtales que

atb
=P.

g

Como aE Q
,

FmEB
,nENI as . Por tando

,

b
-

latb)- asIg.n5 Bn .
Comopr-mqEI, qNEN, concluímos gue
boo

.L

gue
contradice

que
bEt

.

Por tanto
,

la hipotesis de partrda atbE Øes Galsa. Lsto

es
,

atbEA
.

aEA
,

bEA 7 atbEF
?

Es falso. Contracjempls: ax E, bs.E.

- 22-



fHlacenerqJxyGAlx
7Ea? clase s

}

Si
. Ejempls: Llamano as

BF
.

No sabemo si

aEaoaEI
.

Si aEQ, hems terminads(
puesF

2GFJ.

Si aEH
,

entonces tenemo
,

que

afsEF
.R-E:2EQ.

3.

b
)12x-36-

21x1- 3

Six 30: 5. 24-330: 24- 3-245 350.35
3-14.

S. 24-320: 3-24-24535 4-
O.

SixcO: S.i 24+330: 24 -31245350 45-2 40.
S.2x-300: 3-24 12453 53-3.

Poe tanto
, infinitas solucimes. El conjunts s de

solucines es
:

LOŞUBXGR:24-3206

L to es
,

S
-b0ŞuG0, 3).

Fi case t
1J

L

s230



Z
.

a
)

A- bXER2. x1 20,4 3-16
x2

A
-JxGR-*x2

30 En}xEaix3-16.

Desarollams el primees:
o Si x- 2 3 0:

x-l

Do 2X-1 20-
x 71

xo 2

S
: x.
2 20:

Xo1

x.2

30 sX
-1

20 ex af

Asús

BXGR :-* xa3 a4- (2,0)0Gr,1),

por
lo
que
A

-

(2,000
G0,1

EnG1,o)-G
1D0C2.N).

GIDJUCZ.2) - No tiene
suprems .

infA--I, no tiene minims
.

fo
.

ejx3-x2-SX-340

Tenemos
gue factorizar el polinomio .

Hemos
gue
xs

-t es una raio
.

Portanbs
, pCx

)+ X3-X-Sx-3- gGDCx +D.
- 241-



x
3-x-54-3 IHallams gCx); -

-

s xßxx x2-2x-3

-2x2. Sx
-3

zx
?

x
2x

s 3X - 3

3X +3

z

Asú
, PCX)- Cx?.2

x-3)Cx+D.

Factorizams
:

X=

IT+
12
,162

PB,

+
s

2

= pCxJ- Cx -3)Cx+D.

Portants
,

X
3-x2-SX-340*Cx-BJCx+Dso.

Six
-.1,

Cx
7D3o

.

Partato,

Cx-3)CX+DEOxX-390 5s X
13.

Camo x
=-I satisface tambié la inecuación,

concluimos

x3 -
X.

Sx
-3

20 X 23.

fl
.

es Demostrae
paran

EN. I Binomia de NewtonJ

CxtyJ"s Ea(*Jxt yB-k, XyER .
- 25-



Notas previas: Números combinatorios

Def
;

Factorial

n
!

- nen-D.Cn
-2)...

2.1 Cn !sn factorial)

o
!

51.

Ejempls: 21,5201 -2, 31,5 3.2.6 -6, H
1,5

2
Hy..

Nota
:n 1. Cn

-D!

Def: Númeess combinatarios

(*) - n
!

Kl Cn
-hs!

"

"
n

sobre t "

('
n

choase k
")

Nstas
(?). en-ast-t.(Â)+1,( Y)-n.

(*)= n
!

Cñ
-bDl

b
!

-(*5).

Identidad de Pascal
:

Para n
3l,

lsken
-1,

(*)=("") +("")
-26-



Dews
(B) -

"

xscnsks
!,

("". )-
mos

!

CK
-D!

Cn-k)!

("" ) : no !-
K

!

Cn
--k)!

n
!=n.Cn-y)!Portarbo

,

^

[n
"..

)o("" )-cussi
)

-
p,

custs
?"

kiCnoe-bs?J
lscn-Dl)C

-D!

Curt
)-Cusk-p?t

Kik
-Di

Cnarats
!

J-
ktn

-k

nl
- Cn

-D!

K CK
-D?

Cn-G) Ch
-k-D!

T

K
!

Cn
-k)!

K .

. Pademos
ja proban el Binomia de Newtm :

Cxty)sE(*Jxt yMb, XyER .

. Caso base
:nxb

:xxy-CbJÅjtClJxiv

s

1 X

, 28 -



. tip.Juds CxxyJsExâ(BJx* yuow .

Objetivn; Usads thip. Ind, pusbon que

Cxtyjhtlxfxsd("*" Jxkyhxlx .

Calculamos
:

Jdentidad de

Exsä
(m*Jxkyute-k

,1
Pascal

k

sfCm
*JxpjhtishxCñ*JjøxfuØiJçtz

/*.J.C")J xbynxsre t jut xxnts s

E
(EJXYguxio,E.(RJxxyOxxt

yjyxt
',,KD

Kso

C

sfso
(*JxkhyhobtECBhJx*ynxtx

tjtlxx
"

tJ
1O

sExsaC*JxktIjkxxExxdC*JxkynoxtIs

s2f-



sEC *Jxkxgo-wJCxxyJqCxxyâCxxBx
Plip. Jud.

-
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