
Clase 7' Funcimes trigonométrices. Lémites .

s
)

Funciones trigonométrices i sin(
x),

cosCx
),

tan Cx
)

sin (
x)

^

-Tp x

Arc 41,0)aP -longitudxde

Is Goordeadas de P
.

@8

cos
(*)

I

P=
(cosCx),
sinG3)

"füçêsxvèdiomes
cos Cx

)

Io sin Co)5 0, sin( E)-1 my sin(
x)

es impar
-

s coslo
)sl,

coole
)

-
oms cosly es

par

Propiedades : sin (x), co(x) EE1B
co

?C)

+ sin?(x) =1 (
cos(x),

sin(
x3)

-t13.



Formlas de la sume
, anguls dobles... frng

intiles en

mecanice vectoria
]

L
,

sin( xty)- sinxs cooly
) t co(x) sinCy)

cosCxty) - cosCxJcooCy)-siCx)sinCy)

CGsiLZxJ
-2simCxJcosCx)

co (*) =
Itcos

(2x)

2

Cos (2
x)

= co (*) -si
(x)

->

sin?(
x)

-

l
-cosC2x)

silx)-sinly)- 2 col-?Js:C* *?)l
colx

)-cooly)

--2
si(*t?JcoC*?).

2

p tan (
x)

=

si

(
a

cooca
)de firida enJXER

:

coCx) to
}

coold) - 0 4 X
=-

5+
KT, KEZ

L DomCtar)= UG
-=thG,-5+h+).

KEz

sHH-



Ejercicia: S. Dom(S) + Lo, T
.

dmal es el dominia

dela funciofCTanCxJJ?

Denotamos
gCx)- GCtanCX). Entonces,

Dom(gJ- BXER: tan(DE DomCS)Ç-

-
bXGR: tan CD

)

ELo
,13E

Sabenas
que
tanlx

)-

0 AX KT
,

KEF
,

talx
)

-11X=J+HT, KEZ,

f
!

ì
.

!:ì 635air
aw

osor

concluimos
que

DomCg)+ U (KT,B
+K+)

p
.KEZ

-HS-



Fgualmente definimos
cotan(

x)

s

l
sec

(x)

s

I

j

tancxs
j

co
(x)

cosec
(x)

=

l
, y

sus respectiodominios
.

sènCxs

o
)

Funcioes trigonmetrices inversas.

Se definer las funcioes arco seno
,

arcs cosens y
ancs tangete como las inversas de sino

,

cosens a

tangente restringidas a un
intervals donde sear

inyectivas :

îçîÜfçğîçŞücım ii
x 1 sia Cx

)

{
aresin: E

.ls I
3-sf-5,=J }

arosin(x)-y 50

X ts accs in Cx
) X sinly ).
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Analogamente conel arcess.

arctan
:

RsE
-,-J } auctan(x)syaxnsauctalas
x -taly)

"
Hf5

""

".""

-

-

-

s- =

-

i -~/
z

7) Funcimes hipabólices

Sino tiperbolis: sinh(x)sêse"
2

Cosins tipeibolius : cosh (x)s
êtéx
z

sinhCx
)

Tangente hipablice: tanklxs -
coshcx

)

o cash
"Cx)

- sink
?Cx)

=1

Cumplen propredades similares a sus versiones trugonométrices:
sinh(x ty

) - sinh(x) coskly) + cooh(
x)

sinhly
),

cosh(
xty)

- coshla)cashly) t sish
() sinkly). EoonJ
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tarhlx
)

-
---

-

-
-

J caux

s
- -

-

- -

-

-

-

Impan, sinhla
) -0 Pae

,

cashlabs
1 Impar, injective,

Biyeativa, estrict, cea.
Ni inyectiva, no sabrey ~j
hi sobreyedt. est

.

neciente
.

Tema 2.2; Lémites

Sabemas
gue,

inturitiramente
,

al lémite de
una función

en un punto es elvals alquetiende s acece""

r
.....

X: ny Mum
?

ão
Xo ?

Paraestudian funcimnes complicedas, necesitarens
una definición rigurass.

Denotamos el intevals abiects centrad en xoGR

y
radia noo como Br

(xs)

-
Cxo-r,

xatr ).

*o xatnxyr

s42-



Def.: Dads un conjut DCR, se dice que xoER
es un punto de excumulacion de D si

qNoencase
]Hrso ,BCxosnJnDibxaktd

Es decir
,

xo G.R ( puede no estae en D) es punto de
acumulacion de D si hay puntos en D ton cerc como
se guiera

de xo
. D D

C. xo

a
2roes

punto de ammulación .

En geneal, asumirems enls gue signe que
siempre

tratamos con purtos de acumulacion
.

f Seaf 'D-RJ XGR punto deacrmulacion deD
).

Se dice
que
LERes el limite de 8Cx)

crands x tiende a xo si
:

Heso
,

Igs01 si oclxxdg5 Ifexb-Lke.
XED

)

VC

Se densta L
-

lim GCx).
xusxo

5b19-



Recordad ISED-LE5 SLDELLE,L7E)K

oclx -xolsgexECxo-JsxotgJvbxaÇ

8G)
-

LtE -

-

-- -

ğearauasiJ
x

xoXotf
xo8

L

Ir Por
muy pequeis que escaja E30, siempue

pueds un intervals de xo tal
gue

las imagues
estan

a
distancia de L menor gue

E ."

El valse de
un
limite es ura propiedad

"'
lcal",

sols depende del entorns del purts .

gC+)
I
8

Cx)

ap lim
xosxa

fCx) -lemxosxs9Cx)

mi
I

xo

-so.



El valsr de la funcion en to ha importa
para

el limite en xo. Puede ni esta definida
en xo

: x42
-
S @

}
g

4x7-h's xxa

8Lxs
@O

I

limx-sa f(x) -
348C2).

2

Ejercicia: Demastran que lim
xs

2

SCx
)=

3.
Eusands la definición

de lémite
).

Propredades:

El lémite deane función enunpubsesunics
.

Es decin
,

si Li- lim Glx)
y La

-limflx)xox
.

xoxo

entances Li7 La
.

Si lim flx ) -
has

entoncesa
=." trowntuticnt.

xóxo

los valores de Glx) para
*w xo

deben sen flx) wr La
.

-

St



Comro b misms ocurre con
bim fCx) - L

,,

x-oxo

tedremos
que para

xaxo debecía acurrin que

fCx) ~ 2,

flxJwla .
Y camo podemos acucarno

," tants
coms gueeamos,

si Litha llegarems amabsurds
.

Lo escúbinas rigurosamate.: Por reduccional

absund
. Supongamos t 1the.

Camo lim
xesxs
fCxbsh, g

limssxaf
(x)

-h2, se tiene gue,

figads E30 arbitrario
,

existen
8

is0

y 8230

tales
que

para xECxo -SuxatsiIbxak 7s GCJEChr-2,L,+5),

para
x6Cxo-ga, Xot faJibxoÇ-sSCX)ECha-5s Lat §).

Tomands 8- minbgisgal, ambas implicacimnes son
cicitas

,

es decirs
IfCJ

-Likes

yIfC )-Laks.
Por tenlo

,

shi -tal-ILrfGStGCx)-Lala

stLpJCDltlfCxJ -LaLETIIE
-
52.



Camo
por hiptesis tilata. Ih -halzo.

Y comoEs o era malguiera, basta contomar
ealtshal para llegan a una contradicciónH

2) Sea L- lim SCx). Entonces
, sicERjashs

xus xo

existe goo/ xE (xo-gixots)
ibxas

s GCjzc .

L

Analogamente, si cal, Jgo0)
Fi clase

?

oa lx -xokg =o fCxJs a J .

Demilejercicia)

ütxatstg
Clase to: témites

Corllario
:

Si lim GCx)-L4 o, entonces existe
xisxo

SCX) tieme el mismo
signs guel parax cercanaax

.."

J
.e.

Igsol si xE Cxo-g,xotgJNbxal, signCx
)

- signCl ).

(
Dem ejercicia ).

-53.



3) Regla del sandwich :

Si gCx) : SCx) c hCx), } entonces lim
xesx.

SCXJ -L.
y
lim
xox,
gCxJ =limbCxJ-L

xo Do

hCxJ

-

v
1ja>

Def: StimitesCatuales
?

S:D 1572 tiene lémiteLER en xo

po
la isquindas si

HEsojJgoolxECxogixa )-lfCx-LlE.

Se densta Ls lim
xsx

?

SC
).

pa la deredla si

HEso
,Jgso/XE

CxoixotS) a ISCx -LIcE.
Se desta L

-linxsxot SCx)

ors
."-

to
JSH



Teorema:

lenysxs flx
)

limxåf
lx

)-

lexat86x) IL
.

Portants,si un limite lateral no existe, o si
ambas exister pees son distito, cilonces el linite

no existe
.

simites infinites yen infirto

Defs Itimites infinitos en un purbsJ

G:D-a1 tiene limiter to en Xo
,

lim
exs to,
si

HMso
, Jgsal 0alx-xobags fCxJ or.

Analagante, lim 8
Cx)--osi

X-s Xo

Hieso
, JgsolOakx-xokg- GCxJa -M.

En estoscasos se dice
que fl) tiene ane

asistota vertical an xo
.

î*---";
xòxot8x88

J55-



Stimites firitos en infinitJ

lim GC
)+L si Heso

,aMool

xnstoo

XOR - IGCXD -L1cE.

lim xo
-o0fCx )-L si Hesa

,

Arool

X
-M

GFCX
)-LCE.

-
L-

X vñè
Se dice entonces

gue
la recta yoL es ure

asintota hovizantal
.

DefIlimite infinitoen inficts}

lim
x3to

SCX) =to si HRso,3 kso/x skesflxbore .

Canalagante para
resta de casos

).

Ip Cuands fCxD tree limites infinitos en inficito,
a veces puede tencr asintotas oblicuas :

gomx ih es asútita defen too mi
:

- S6-



lim 8CX)C - mxrnfso.
xot00

Asi
,

se calcular ms lim
xsto

, n- lim
xsn

G 8C)-mx).

I Análog.en - oJ .

Calcub de timites

Algebra de limites -s repasar caputes complementario).

Si xa está en eldominiode GC
), por sustitucion direct ..

. Si GCD definida atrazos separados enxo-sestudialin
Cateales.

. Indetemmnacines
;

O

5..,8-0,018, 00, 80, 10

Ejemplostipo :

13 sim plifican fracciones :

lim XxX-0
x

.2

+(8)- lina
CXT
3JCx2)

x
2

55.

X -> 2

2) Division por mayor
crecimients

:

Fx
-22

lém
xu

n

2
x2+3x

X3.x2tH-G)-limsn1-X+535950.
- 58-



33 Raciosalisación
:

zLT
+lxRJlim

antor

TTHI-R+m)-KoCM
-RJCRAL-R)

I

se
2

CTI RD slimaLTI +R)-0.
xwo0

X t 1 - x xusso

"1 Usand expnencial y logaritmo Co;, 00,10):

leim x

B
-enx

5 0%)s
x~0 O

lin
zenx

lim elux-ex,e B-luxlux 4xo s-enxe e s

xo O x4 o

2
j

lenss

e

xx
0

x -1- è
?

sL'topital (8,5)-o Signietertemsa)(

6) Infinitésimos eqrivalentes .

Defs Se dice
que flx) es un infinitésims en

xa 8
i

lim
xsxr
SCx)+0 Caqui 4o puede

sento )

Podemos comparan
cómo de rapids una función

-S&.



se hace cenca dexo respects astra. Asi,
decimas

que flx) es de menn oden
gue gex)

enxo Co simplemente despreciable frete a gexs
cenca de xa

)

si

lim
xoo

8
CX

je
50. Se denota SCx)- aCg (xD).

an Sr son "'iguales" se llaman infinitésimos
equivalates en xo:

lim
xxxs

gexy

51.
Se desta fCx) . gCx ).

Nota:

liim
xuxa

SCX) -0

gCxJacotadaen Jaslinsex, fLxJ gCxso .
un cuterno de xo

Ejempls lim
xso
xisin

()

-0sotable
:

Infinitésimo importantes :

Si lim
xox.

fCx) o,entonces

-
59.



fCxJñsimCJCxD
)ñtoCfCxDJvaxcsüLfCDDJvaictaCfCxDx

1- CasCGCXDÑ -',
enCl

+GGD)û

8
Ca),

ef
().s

ñ gCx)

L.Nota's Será mais intuitios cuads veamos los

polinanias de Taylor .

Casosma
's

frecetes :
Parax-o0: Parax

-s1:

s in Cx
)

w x logCxDnx -1

cooCx
)w1-* ;

logCltxJvx

ex
-trx

Ejercicios fo
.e),

11.
as,

&.
C),

d
),

21.,
b
),

d
)

23.,2 H.a
),b

),c)

lo
.

a
)

lim sin
(3x)

-
lim SiBX

), 3-3.

X5 0 xoo 3x
Ficlese 10

-60.



Clase 11: timites. Ljercicios.

c lis
2x- sü

(x), (8) =
X -> o -

cosexs

himso
2x-si(x)

--=
lim

I
2xs sin(

x)

Ix
1

.

l
-conx). E
x

50

x
1z

Estudiamos los limites laterales
:

lim
foot

T
2

2
x-suC)

x

527-Elin
sa

2SYPY -2E-E-E.

Goå. E
2

x-

siCx
) s

-.272

+
T25-R.

-
x

No coincides
s leeps Blin

ss

2
x-siG)

tintos
H

.

aj lémsaYY)*s 410)-
CxtaJlnXxY

3 )
s

lim e

En 43Jt
5

bis e
-

xus do xes 00

leins CxtaJen
(-t3);

e
.0,0).

x-xo0

se

Como Xl
s 1x *

Y3-1
+1

+
xt3 JX x 3

Cimoson
"413
50, tenemos que

bnfüxxsJslmCbttzjñ *ts
-61



Asú
,

lim Cxx
2)

efex
**rs). -*13,x

-s80

lim
y-ar
*

Y3

Jse -*
xs

bivTCxt2)

se

x-sx0
X x

3

- ét.

Z

c
)

lim lxl 1 hin 11.
xoo

lxaxx

s
lin so xx x 1 x

-

o x

No existe
, pues

lim
xoat
51 4-1- lim

xoo
4.

z
1.

b
)

lenxXsto EtX
-1

41 inx- linXxx -t-mxtmx J
xx t n0 x - }

xCt
-m)

x x CTm
)

-1

s
e
-

s hisos
XClam

)+
Cltm)-

J

xyoo x
-t 1-

sC. xClomDTCL
+mSEf?

si mst
,

x40 si m s 1,

l-o si mol
.

d
)

lim xCx-DsiC-x
)x5 1

62-



I

Para X
EC
0,2),

aH s X sinGx )att.

Como lim -
HEX-D 50- lim HC

*-D.

xol x-> 7

por
la regle de sandwich lix*Cx-DsiCx)- o.

X4 1

IF'i clese 11.

Clase 12: Ejencicios(limites)

271.

a
) B lim

xoxs

SCx)

Bléim
xsxo

9C.) J -sd Puade existio
lin

ysxs

SCxtgCx
?¿

y lssxoJCxDgCxs?

Sob
:

Sü
. Ejempls: SCx)- J

1 430

, xaa
;

BhnIso 84), Blimxoo(-fCxD

Sis embargs,
lins
xso
SCDD-GCxD- 1, lim

xo
SCx )-GCD-0.1-

b
)

Flim SCx)
x-o X

o

I lis
xsx

.

SCx)+gCx))(bu
) } 2s Jlin

xex.
JCx).

O

:6 3-



Si
.

Escibimos gCx)- gCx)+
SCx)- SCX ).

Como Jlim
xusx.
(gCx) +SCD) y Jlin

xexs
SCx

), pademss
usan gue
limm gCx)- Cim(gCx)+SCD)-

limex.

SCx)
xusxo XsXo a

z

-V

borzy Jhinxexs SCD J 5
P

FlinsLexr JCx ).
IlimxsxoSCxDgCx)

Na
. Ej: lim

xoo

x
+0

lim
xoo
X.k+a' pers

lim xso
k

50y .

c SiFlinx.GCx)

Flim
puede existin CisxsS(x)tgCx)?

xoxo
gCx)

'

Sol
:

No
, por apaitads b ).

Dem Redr absurds: Supongano Flin
sx.

(GCx)+ gCxD),

Entances como Jlinxsxo fGxD y
JlinIsxo CfCx)+gCx)),

por buys
Ilinxex

.

JLD) -7
F6.

-6*t



23

limRR
-RD

SOIOD
xas

., TAFAIR,
AJCTR IRDL. XIRX

xe0 TR
-X

1

4)-him
xure Rty+5
- -*2

Ejenciciai lim e

*
-(

å)

X ~3 O

St
Cambis de variable t- I 2:

-t

lém elié
*z

J

11p -hso Yet = 0 p.X
-7

0

t -> o0

Ejempls: lim
yusr

X
-SiC)

XtSiC
)

5 58)-

- lero
1-

5()1+
=1.

Z
.

a
) lim XD

"3.x)-Lo-o)

X ~> o
0

-65



Usamos
gue
a

-bs la
-b)Cax5

rab
).

sor(CX4D".X)- GOPFDBIX)
LPTD

'EX

IXCPAD') PPID2B
AXPIXCX

+D"s

x
3x1txB

- è
xsoo

o
.

X
+D)

C
2

B fx? txCX+D'

Ejencicio:

is lim x-SiC) s linso Q-Cso()51-150.
x-> o ts

2
s

leim
x

-si(x)

y3
40

x-> O

-

spor
l'ttapitiesliss, t

-casl)

3
x2

shisa
S

5C)

ox

1

t

G

a
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