
Clase 1 : Introducción

Tutorias : Viernes 10 : 00 - 14 : 00 Legarcial2agus . es)

Módulo 15 (Análisis)
, despacho &

Apuntes :
Notas de clase

Complementarios -> Enseñanza virtual

Evaluación : Proyecto docente en enseñanza virtual

↳ 12 Parcial : 19/03/2025 (clases

2 Parcial : 21/05 12025 (lase)

2 Cuatrimestral : 26/05/2025
,

9 : 30

10 Convocatoria : 09106/2025
,

9 : 30

· Resumen 19 cuatrimestre :

Recordamos
que
el cálculo de una variable se

resume en una imagen :

⑪ ① Cálculo diferencial

ge Calab integre
· C

e b Xo

Conectados
por
el Terremo

Fundamental del Cálal
.
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① Un problema básico (pero difícily es la resolución

de ecuaciones no lineales,

f(x) = 0 - ¿ x? ¿ cuantas soluciones?

Métodos iterativos (Bolano
,

... (
Soluciones

apes
ximadas

Y Representación gráfico

Para estudian f(x) necesitares calcular sus

límites
,
crecimiento

,
asíntatas, ...

· Más aun
,
sabemos

que si f(x) es derivable en Xo
,

entonces podemos aproximala bocalmente por su recta

tangente, siendo la pendiente el valor de la derivada

- T P . (x) = f(x0) + g((xo)(x = xo)

#
P2(x) = f(x0) + g((xv)(x- x0) + 1)(x - xo)

Si es más regular , los polinomirs de Tayla hos

dan
mejores aproximaciones :

En el caso límite de funciones analíticas , podemos
escribirlas como series de potencias (en un cierto

intervals de convergencias :
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sin() =X- en MJ,

log(1 + x) = x- ... e (1 , 1].

-Los desarrollo de Taylo son la principal herramienta
de la asignatura para el estudio local de funciones
no lineales f(x)

· Además del estudio de funciones y
la resolución de

emaciones
,
las derivadas fueron fundamentales en

los problemas de optimisación,

(
y casos bonde

(max
. (mm . f(x) f((x) = 0

como frontera y
partes no derivables

② La integral de Riemann formaliza la idea de
"sumar infinitos trasos infinitesindes" para así

calcular áreas
, masas,

etc
.

b

bimSg(x =

n- +

baf(t ,
t

a x= a + x7

.
i xyy

Axx =G
a ...
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Por ejemplo ,
¿ cómo podemos calcular la logitud

de una curra?

f(x)

·.... curra (x
, f(x)i !

i)
*· Li = (xc- x

,
5 + (f(x2) -f(x ,

b)

Axt = xx + 1 xx
,

X
, Xz 5fx = f(xw+) - f(xt) ,

Ast,

↳= 4 = 2 ax + 18 = 21 +
ASE Axx =

k= 1 k= 1 V k= 1 AxE

b

= L = bim [
"

1 +() xxx =( 1 + y(x) 8xy .n + +0k= 1

a

· Para terminar
,
recordamos

que
la integral nos permite

definir "nuesas" funciones , por ejemplo,

eng(x)= e
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que podemos analizar mediante polinomios de

Taybe (partiendo del 17 Fund .

del calcb)
, integrales

impropias (para estudian lim erf(x)) ,
etc.

*- +

· Resumen 2 cuatrimestre :

En la práctica ,

necesitamos funciones que dependen
de más variables. Par ejemplo :

1) Para describir una superficie ,

8 : R5- As ·
(xy) + z = j(x ,

x))
X -I --

--

(x
,z)

Temperatura en cada punto del espacio,

T : AB ->A

(xy, s) +- T(x-y ,

z)

Velocidad de una partícula,

: B -> AB

(2 ,2 + (-y) = ())
Us (x, y,0)
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1) Aplicación que determina el beneficio esperado de
un cliente hados como datos su edad

,
estudios,

universidads etc .: B :>As

(xx X2e-xe)1- B(x, xyy ,

xn))
Como caso particular se tienen las funciones
lineales:

f : AS-> D

& Crectas)x1- f(x) = xx

8 : s -> Hie

= + j() =
A/AEMman ve Álgebra lincl

Siguiendo lo vista para funciones reales de variable
real , guerremos

entende
,
dada f :M general :

¿ "Suavidad" ? ¿ "Aproximable por funciones lineales ?

¿ Resolución de sistemas ? I Parcial 1Ej : f(x - y ,
z) = 0

& -> dx, y,?
g(x- y,

z) = 0

¿ Máx
. Imír . ?
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· Colcub de áreas de superficies ,
volúmenes :

Calmb vectorial :

campos
conservativos

, trabajo,
flujo, ...

(Geen
,
Gauss

,
Stokes]

&
Celectromagnetismo, elasticidad, fluidos ,...)
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Clase 2 : Funciones de varias variables

· El conjunto A = h * = (x
, x2, ..., xn) : xie]

juto con las operaciones

1) suma de rectores : * + j = (x , + yx ..., Xn + yn) ,

producto por
escalar : X* = (1x

, ..., Xx),

forma un espacio
vectorial

:

Si añadimos la operación

producto escolar entonces hablamos del espacio enclídeo.

· Def: Producto escalar

() :D xy -> As

(
, j) + *.j = [xj2j = x

, y ,
+

...
+ xyn)

j= 1

Nota : En notación matricial
, j = +.

El producto escalar nos permite definir longitudes
y ángulos .
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· jef : Norma enclídea o módulo

11 : 11 : As" -> [0 , to)

= * 11= S
Nota : En general , se llama norma a una aplicación

que
nos permite "medir rectures". Debe satisfacer que

1) 11 =0 = 0

2) IIII = IIII recto
,
y escalar

3) l + &11 111 + 11511 #5 rectores (desigtriangulan)
Como consecuencias se tiene además

que

11 11, 0 +
,
Il - jl = ((l - 1jl) +*

,5

1 : j) :H 11 H* [Cauchy-Schwarz]

- Nota : En As
,
la norma enclídea es el valor absoluto

.

· Def: Distancia enclidea

d : R" x S - [0
,

+ a)

(x, j) + d(xy) = 1 - j(1 = (x,y ,
5 +

...+ (xn-yn)

Vemos
que comple las condiciones requeridas para

ser una distancia,
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d(
, j) 0 ; d( , j) =0( = j ,

Id( , j) = d(j,),
d(x

, z) = d(x
, j) + d(j ,z)

· Pa último
, definimos el ángul o entre dos vectores

*, j + 8 : Se puede comprobar que así

cos(s) =
=. coincide con el concepto de ángulo
|||||||

I
clásico en 2d

I
-Kanchy-Schwara)= 1

En particular, E , y son perpendiculares si 2 . 5 = 0.

· Def: Dominio , imagen , graf

&: I Ai 3 s
decimos que :

= +- j()

1) Di) = Ges : j()En des es el dominio de j ,

Jm(j) = Gen : (D(J) con j = j()) =N es

la imagen de 8.

Si m = 1 ,
entonces (*) = f(E) Es se llama campo

escolar.

Si mc, 2
, j() Et se llama campo

rectorial
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Veros
que un

campo
rectorial está compuesto de

m funciones escalores , llamadas componentes.

() f(j) = b(x , j()) cx : -D(j))

· Ejempl : f(x, y) = 25 - * -y -

Tenemos 8 : D ->H

D(f) = 3(x-y)(t = 25 x -y 30b =

= b(xy) En :
X+y 52) = círcul de radio S

y
centro (o

,a)

In (9) = [0 , 5]

G(f) = 3(x, y,
a)e = x + ya 5,

z=5 xj) =

= d(x, y ,
a) ( : x + y = 5

,
z + x + y = 25

, 230)

=semiesfera de radio S
y
Centro 10

,
0

,o

S

---------

- J
5

X
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· Además de la gráfico de una función (que solo
es práctica cuando m = 2

,
i

. e
,

z + f(x ,y)) , las

funciones de varias variables se pueden describir

por sus conjuntos de nivel :

· jef Sea f :Det-t
.

Se llama conjunto de
nivel CEM de f a

3 D : f(x) = c)

En particular , si

· n = 2
, ((x, y) ED : f(x , y) = c) son curvas de nivel,

· n = 3
,
((x , y , a) ED : f(x, y,

5] = c) sun superficies denivel.

Noja : La curva de nivel e de f(x,y) es la

proyección al plano z=0 del corte de la grafico
de y con el plano horiental z = c.

Estemplo : Curvas de nivel del caso anterior,

f(x- y) = 25 - x -y

Son las curras dadas
por f(xy) = c

- 12.



= 25 -x- = c( 25 - x -y =c

# x + yz = 25-

Para ce[0
,
5) obtenemos círculos de centro co ,

e
y

~dio ,
Para c =

S
,
la curna degenera en un punto : Co

,e)

caumenta

i 1
*

[ = 8

5

· Ejemplo : f(x, y) = x
*

+ ya

Curras de nivel : x + y = c con ce(o , +a)

I

I

Gráfica :

-
caumente

G ->

T

· Ejercicio :(Hoja 1
,

1
.

C
, 9)
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Clase 3 : Limites

Día anterio :
Tiph

↳

↳
Dominio , Imagen , Gafo

me 1. Función escalar ne conjuntos denivel
↳ n = 2 : carcas denivel .

· Ejercicio . (n +g)

f(x, y) = log((2x - x= y z)(x +y x))o . ¿ D(g)?

&. D(f) = ((x ,y)( : (2x - ==y)(x +y x)co)

(2x - x5 y z)(x + y =x))

(2x- x
=

-yz)(x + y
=

-x) (

-1
2x- x2 -y >0

,

x + y x)0D

(2x - * - y ca,
x +y x 5

· x + y - 2x = (x- 1 + y - 10 = (x- 1 + jc1

· x + j - x = (x - 25 + j
-

+(x-E + jct

-14



Por tanto
,

D = (x - y +jc ,
(x- 15 +yt

② (x- y + y >1, (x- 3 + y [conjunto vacio]

·
· Las

operaciones con funciones siguen las mismas

neglas que en el caso escalar (suma
, producto , etc.)

· Las funciones polinómicas constan de sumas de

productos de las variables :

p(x, y) = x + xy + x y + y + xy (gdo +).

p(x-y,
b) = x yz + z2 (godo 3)
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· Conceptos topológicos básicas en R

En M hablábamos de intervalos abiertos
,
cerrados

,

conjuntos acotados ,
etc

.

~ (Beare,Weietrass
, .... )

Veras ahora cómo generalizarlo en As".

En primer lugar, recordamos ge la norma (módulo

nos permite medir distancias ,
como hacía elnal

absoluto en As

· ef : Bola abierta y cerrada

Se llama bola abierta de centro C
y
radio no o

al conjunto
Br(x) = (y (-d(x ,j) = 1=jl + r) .

Si la desigualdad es e entonces se llama bola cerrada
,

y
la denotamos como Er().

Nota : La definición de bola depende de la norma

que sense .

Nosotros usaremos siempre la norma

enclídea
.
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: n = 2
, =, r = 1 - La bola unidad es un crculo

,

Cerrada

1

11121 ·1 Abierta

En = 2
,
la bola unidad es una esfera, [
..

· Def : Interia ,
exterior

, frontera

Dado En
y
XCM

,
se dice

que

1 es punto interior de X si Jrsa/Br()X.

2 es punto exterio de X se Tr > /Br() X=NX.

3) es punto frontera de Y si Xrso
,
Br()nX &

Br(*)nX+0

A los respectivas conjuntos de puntos interiores ,

exteriores
, frontera de X los denotaremos

int(x)
,
ext(X)

,
dX

.

Ej :
②

Sea X la unió de los

· conjuntos 50 ,
2

,0 .

- 17-



claramente
,
los punto en 0 yes sa puntos

frontera :

&

I j

cualguien blan tiene
parto de X j X

·

-> punto frontera -

↳. - puto externaxpar

frontera punto interior.

· Bef: Conjunto abierto ,
cerrado

Xts se dice
que

es

1) abierto si X = int(X) ,

2) cerrado si X =
2

, X es abierto
.

Nota : Un conjunta puede no ser abierto ni cerrado,

como por ejemplo el interval [2 ,3) en Ms
, o

el conjunto o anterior en As.

- 12-



Nota : Se cumple la siguiente caracterización,

1) Xct es abierto si XnAX=*
~ ejeccias opcional

2) X ci2 es cerrado si ↓XeX
.

[demostrar 13
, 2) J

· Def : Conjunto acotado.

X ij" se dice acotado si JM3/IlleM EX .

Es decir
,
Xate es acotado si está contenido en una

bola suficientemente grade : XBr(8) :

· Ejemplos :
Determina si el dominio de f es abierto,

cerrado
,
acotado o no actado.

sf(x , y) =

1

xy

D(f) = ((x-y)( = xy + 03 =

=Hemo
=> D(15= (x.)En : xy=04

puntos grantera
Por tanto

, D(9) as :

No acotado
,

no cerrado, abierto
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2f(x , y) = arcos(y- x) 1- y

Como cos(8)e[1] /SET1, sabemos que
el dominio de

anacos () es [1 ,
1]. Por tanto,

D(9) = ((x,b)+ :
- 14

y
-* - 1

,
1-yzo)

La representamo :

y
-x =

- 14 y
= xt 1

y= x+ 1 g
- x

=
14

y = x+ 1

Por tambo
, D(9) es* acotado

,
cerrado

, no abierto

· límites de
campos escolares :

Recordamos en MS : f : DCHS - As se dice que
tiene límite Lets en Xo ET , y

se denota
como

L = him f(x) ,
*-> Xo

si se cumple que #930
, 7 = g(s)/

Y x ED i (xo40c(x - xo) f = 1f(x) - L - c
.

-25-



f(x)
Nota : f no necesita estan

L ----------- definida en Xo .
-

L- E &

L + E

· ·L+ E
&

C S
↳- EX

-
+ f

Xo= fXo

Nota : Para
que
el límite existiera

,
los límites

por
la isquierda y derecha debían coincidir :

f(x)
* # him f(x)

X-X

8

·Conceptualmente, la definición de límite para
funciones escalares de verios variables

sigue
la misma idea :

"Para vables tan próximos a l como quiera,

puedo acercarme lo suficiente o
como

para que
las imágenes queden así de proximes a L"

.
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Clase H : Limites.

· Def : Sea f : Dct-Ms
.

Se dice
que f tiee

límite Len
o,

L = limf
si y 200

, 7g = f(a))

* D - ( * b
,

0 - 18 - * l -

5
= (f() - L - c

.

· Podemos reescribirl como

g
Va - 0

, 7g = f(0))

* EDnBg(o]) = f(z)EBa() .

· Nota : Veros también que

him f() = L s him (f() - 11 = 0
,

*-
o II -El -> 0

De esta forma podemos definir los lémites

infinitos ,
etc

. como se hiso en una variable.

-22-



· Consecuencias : Al ser la definición básicamente

come en Ja se siguen cumpliendo las
propiedades vistas para los límites :

1) him f(x) = L
* -

o I => m (f() +y
beim
*-

.

g(x)=

2) Producto ,
cociente

,
etc

.

3) El límite ,
si existe

,
es único

.

# CMisma demostración
que en: reducción al absurd)

1 Regla del Sandwich :

Si 7, g,
h

, y rxa/

g(x)(f(x)ch()HEBe())) ling
eng(

1
*

-

D Diferentendenwx
Por ejemplo ,

en As :

-23-



S Xo

7

->

Y
X

↳ & Z
-

T
↑ Sit s

· En lo
que sigue, y en los ejercicios ,

los centramos
2

·
, f : + As

.
Se habla entonces de límite doble

-

· Def : Limite direccional

f : D< -D tiene limite LEM en * o
= (a , b) en

la dirección
y = 4(x) si

Y E30, 7930/

0 = ((x-e() - (a ,b)(kf = (f(, e() - 1 - 2.

Dentamos
L = li f(x , y) -

(x-y)+ (a -b)

y
= 2(x)

· caso particular :
Límites reiterados

Dada fiDc-ots ,
se llaman límites reiterados de

-24 -



f a las límites

him (hin fx) ,him(lim
y
-

J &
S &

X) V

b * b <

a X a
X

Nota : Estos límites
, como los diseccionales,

resultan en límites en una variable -> más

fáciles de calcular .

Nota : Dado
que
el límite doble

,
si existe

,
es único

,

se concluye que si el lémite doble existe entonces :

- Todos los límites direccionales han de conicidir

-> En particular , los reiterados han de su iguales .

Na : Límite doble
y
Todos los direcciones

existe conciden

*
-25



· Calcul de límites dobles :

Estrategias :

1) Caso fácil : sustituir
y propiedades (suma , composición...)

Eji

a) lim
x +2y+ 3

=

12 + 2 . 0 +b
= H

1 + 0

(xy) -> (1
,0)

x + y

b) him =(x
-z)+ (1

,
2)

a him * 5
=() =

him =(x
-b)+ (

,
0)x-

y (x
-y)= (0

,0)

Y
d) lim 2 si Sin e

= 1
.

(x
, y)- (0, 0)

sin)
= en coas

*
(220,

8X

2) Proban que
el límite no existe :

Al igual que en s bastaba ver

que
los laterales

no conicidios ,
ahora basta con encontral dos

direcciones para las cuales los lémites direccionales

no coricida .

-26-



y y =x

Ej.
I

as him = () #

(xj)-(a
,5) =>

* X

bim ↳ = 0

(x-b) - (a
,
0) & => Alim,y = 0

him 3 = 1

(x
,z) -> 20

,5)

y=x

b) lim
(x

,3)- (o
,
0 = (8)

Estudiamos a través de recas y = mx,
mets :

lim 2x3
= bim 2mx

-S

(x-z)+ ca
,0)x +j x+

0xym2x= ma

y= mx

= Abim 2xy
&

Gy) 20
,
0 x2 + y

=

- him
255

= ()
(xy) -> (

,0)x
+

+ ya

-
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Probamos a través de
y = mx :

3

bin 2x y
= 223m =

li 2mx
> &

2
(x

-y)- (o
,0) x

* + ya x+0x4 +mx Xy 0mX

y= mx

I Estoy implica que el límite doble sea o

·

Hay muches otras direcciones posibles.

= Este métado
nunca sirve

pr si solo para
calcular un límite

Probamos en las direcciones y =mx :

bim 2x2y
=2 2m
--

(x
-y)+ (

,0) yz + xt m + 1

=> No existe el límite doble
.

#
· Nota : Suele ser útil en estos límites minar

direcciones para las cuales los diferentes termine
del denominada son del mismo arden

,

2]
xx + y + xvy(y = x

#

-

28-



3) Probar que
el límite existe usando la regla

del Sandwich
.

Ejz

a) him y
.si(*)

(xy)=> 20
,6)

Olysi()((y) = hin
y

.si() = 0
.

(x
,y)- (g)

b) him Hx yz
= (E)

(xy)+G
,0)x

=
+ ja

Como yz
x2+yz1 ,

entonces/
- bis
(

,
deco = 0

.

4) Cambios devariables : polares .

Sim f(x,) him fatr .c
,btrs

(x
,j) (a ,

b)

* atr28 20
,25) -

-

29- a
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· Proposición :

1 f(a+ r. c6
,
b + r . s:8)(cs(r ,d)

IsCr/ M HOECo
,2n) con ~ fijo him f(x,3) = L

.

s(r
,
d)- LHoe[0

,2n)
S (x

,z)+ ( ,
b)

rsOt

· Ej :

a) him
3x4- y-x

= him
3 cots- cos

Sa =

(xj)+ (
,0)x + yz n- at ra

ya que
13r cas-rsiscolbr +r Holo

,
25)

b) lim x + 32

(x
,y) + (0

,
0) X

Lo intentamos pasando a polares :

lim r2
= him

M

re o r(8 n+ ot 200

o podemos concluir quelinesca
,a

x +32-X

pues no tenemos una cota der que se

independiente de 0
.

De hecho
,
esta indica

que el
límite no existe:
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22

lin
X +3

=lin =Sin (x +mi) = m
y ,

X - 5 X X-8

y=m

-71-



Clase 5 : Continuidad

· Def: Se dice
que fi -s es continua en

o
si

linf =f

Y se dice
quefes continua en D si l es X ED

:

Se denota como fe((D) .

Notas Para ser continua en
o ,

se necesita que

7f(är] (es decir, CD(J)) ,

= bim f(*) ,
*-

y
ambos deben coincidir.

· Propiedades : Igual que en s

[Suma
, producto , composición ...]

· Def : Sea f :Det-s
.

Si f es discontinua en JoED,

se dice que

e una disc
.

evitable si Flimf()
2) esencial si Blim

- 32-



· De: Sea f : X( *<Me .
Si ling()-=

se llama prolongación por
continuidad de fa

la función

g(x) = P
f(z) si EX/o)

L si X =*

Nota : Es la única función continua en És
y que

coincide con f en el resto de puntos
- Es común abusar de notación y

denotar también

& a la función extendida.

· Ejercicio : Sea mc O
y f : 15- Re dada por

((,y)=
1D(9)

¿ Es f continua en Co
,o?

Si no
,
¿ puede extendence por

continuidad ?

Si
D(f) = Mis ce ,es)

No es continua en 10 ,0) pues no está definida en

ese punto .
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Estudiamos el límite :

Por rectas :

m 2m
K X Am2(m= D)

him f(x-y) =2 5 him X
&

(x, j)= (a
,0) x+ 0 (1 +ky)x 1 +k2 X- 8

y=kx

Por tanto, el límite no existe si meco
, 1] .

Para ma1, asamos

que

xyt(x + y) , lueg
2- 1 x y ((xyj

- !

.- = (xy)
x + ya

Por tanto
,
him g(xs) = - si >1.

(x
,y)e(a,0)

En resumen
,

si m (0 ,i -disc .

escial en (0 ,0).

si ma 1 -disc
.

evitable
, y podemos definir

g(x ,y) = J(xy)(x
-y) + ( ,0)

,E (x
, j) = (a,

0)
.

↳

· Al igual que pasaba para f :TSJ
,

se complem
los siguientes teremas de acotación :
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Terrena : (Acotación

8 : DCD- continua con D cerrado
y
acotado

,

entonces

f es acotada
,

i
.
e
, 7M20/1f(*)1 = M

.

Tenema : (Weientrass)

J : Dat-Acontinua con D cerrado
y
actado

=> f alcanta su más. y más
absoluto en D .

Es decir
,
7

mi s
*maED/

f(mi) f()f(x x) A ED
.

· Terminamos el tema extendiendo las definiciones de

límite
y
continuidad

para campos
rectoriales.

m

· Def: :Des tiere limite [en o
si

* 200
, jj = g(2)o

* ED(j) nBy(x14 = j() eBa() .

Es decir,

lim f()=Es bim 11 j (x) -Ell = 0
.

* ->
-

Il - 1 -+ 0
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Nota : Se tiene la siguiente caracterización :

imfi
(más útil para calcular)

#
En efecto,

-

-Tit(Sm-Lu , luego

- Si fx(x) -L+ 0 para h= 1
, ..., m,

Entonces 11 Ell-> 0

=> si 11()-Ell -0
, como es suma de términos no

negativos, cada término ha de in a cervo -

-
-

-> De igual forma, decimos que j es continua en ta

si

him JC)= (0), o equivalentemente,*+ .

si tadas las funciones componente fi() lo son

-36-



· Ejercicios : límites
y
continuidad

Dada f(x , e)= ,
determine

Dominia de f .

des este abierto
,
cerrado, acotado

2 Curva de nivel de f que pasa por
11

,2).

Representarla .

y = x

:
D(j) = (x,y)e : 1513 = F

&

= b(x, d) Ej : -1514 . # X

&

-

S-

Es abierto
,
(no cerrados, no actado y

=- x

2f(x-y) = c = f(1 , 2) .

Esto es
,
la curva

=
Calculado la suma :

Curva de nivel

Y-= =

y - x

= 27

=> y
=2 .
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Clase 6 : Ejercicios

- Hoja de problices :

1
. j) ,

2 .a 3
. b) H

.
b)

,
es

, d) s g) , h)

S
. c) ,

2
. b)
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