
Clase 7 : Derivadas parciales

· Derivada en J : Dada fis-J , queremos
estudiar como varía la imagen f(x) al variar

el dato x :

Cambio X
1 pa xx > &liyg(xz)
y

DX Df(x)

& -

F tan(9) =
1f(x)

S DX

T Si
[pendiente de la recta]

X Xz

En el límite Ax-0 ,
tenemos la derivada f(*) :

g'(x) = lim Se =him f(xth)-n

· Pensemos ahora en una función de dos variables.
Por ejemplo ,

la densidad de un gas
ideal en funció

de la presión y temperatura:

c = e(pT)

¿ Cómo cambia
y

si modific p y
T ? [*]
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Está claro
que

si mantenemos la presión constante,

p = c , y
variamos T,

tenemos entonces una funció
de una variable

, g
= g(c,

T) = jc (t).

De forma que la variación de y
cont, a presión

constante
,

viene dada
por

CT)

Analogamente si mantenemos T constante
y modificame

la presión
·

d Y si cambiamos T y p a
la ver ?

· Def : Derivada parcial

Sea f : 2 -M . La derivada parcial de f respecto
de xx en to es el siguiente lémite :

bim 8 + hex) - f()
,

h= 0 h

y se denta como Ed()
Nota : También se dereta a veces como xxf(o) , fxf(* 0)

.

· Para ne2
,
tenemos :

↓ (3) limf(this)-f, (x)Syt=A &

L h
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Se tiene una interpretación geométrica similar al
caso de una variable :

f(x, 3) - Gráfica s = f(x,y)

ja Variación en x manteniendo
y
venste.

Z

-- & Cryo) = pendiente en Cosyol de la
-
i i yo

recta tangente a la curva de

I

7
intersección del grafo con el

X

*" plans y = yo

¿ Cómo se calcular ?

En la práctica, para calcular
8 basta con

Jxk

person en f(X 1, x2
, ..., **...., Xn) como una función

sob de XX ,
con el resta de variables fijas, como

si fuese parámetros .

· Ejemplo : f(x- y) = *
y

+ sin(xy) .

1 Calcular o, ,,

Calcular en cualquier punto (xy
-H)-



:

6f Co
,
D = him f(ho1-f(os1 & 4+ sinth

1)
Jx hea h

=

hooh
=- 1

S Co=
0
,

1 +L-fo
=enh

269
(x(x) ? De primeras puede ayudan definir una

función con y = yo fijo :

g(x) = x
yo

+ si(xyo) =

-

> (xy = g(x) = 2xy + c (xy) yo -

-
> (xy) = 2xy + y

. c(xy)

De igual fame, (xy)=* + xco(x)

Nota : Por supuesto, si sustituire x = 0
, y

= 1,

recuperamos los resultados de 17

· Ejemplo : Calcular
1f(x- y) = 2x + Hxy
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f(x,y) = Si(xy + y),

3) f(x,y) = (1 +x)j ,

+ f(x,y) = e sin(y) .

Se: 1) (xf(x, y) = (x +Hy , (yf(x-y)= +x
,

2(xf(x,y) = ca(xy + y)y , byf(x,y)= c(xy +y)(1 +x)
,

3)Sx f(x,y) = 3x y , byf(x,y)= 2y(1 + x)
,

H)(xf(x,y)= eT si(y) , byf(x,j)= e cas(y) -

· Notas :

1) f continua > existencia de las derivadas parciales .

[Como en una variable]

2) Existencia de todas las
# fcantinna en o

derivadas parciales
en

o

Es decir
, (al contrario que en 19) una función

puede tren derivadas parciales bien definidas
en un punto pese a no se continua
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Ejempl :
f(x- y) = S

8
xy+

0

1 xy = 0.

Claramente
,

& (0,0=En
perof es discontinua en 10 ,a) , ya que

& lim f(x, y) , pues bim f(x- j) = 1
,

(x
,z)+ (a

,
0)

(x
-y)+ (0

,0)

y=
0

him f(x-z) = 0

(xj)+Co,0) ↳ .

y = X

· Volvames a la pregunta [#]. ¿ Cómo calcular
los cambios en f si modificamos varias variables

a la vez ?

2

,
Go

Xo ------ 2- =>

·
X
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Clase & : Diferenciabilidad

· Def : Derivada direccional

Dada fits- As y 2 veda unitario (Ill = 1),
se llama derivada direccional de l en s en la

dirección
, y

se denta por Daf() , al límite

Daf() = bim f(
+ hü) - f(x)

S

h +2 h

· Notas

A sen las derivadas direccionales elase

direcciones é
,

= (1
,0) , En Co

,
1)

.

Analogía con 1d :

A = hi
Sj'(x) Dif() A ( Dh)
=I

Ejemplo : Calcular la derivada direccional de

f(x, y) = X + ya en (1
,2) en la dirección de la

recta
y

= x.

S :
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La recta
y

=x tiene
por dirección

(1-1)

* (t E) lep

D 84 ,
2) =2f(+

-J
&

l h

= hin
(1+(

=

h= h

- o#

=> Interpretación y cálculo de la derivada direccional.

Daf() mide la tasa de variación de fal
mover en la direcciónà

En As, su valos corresponde a la pendiente de la recta

targente a la curva formada por la intersección
del graf z = f(xy) y el plano vertical con

dirección ,

F
X
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· Calcul de Daf) :

Usar la definición (límites no es muy práctico.
veamos otra formar

Daf() = bim f( +hi) - f(x)
h= h

Por simplificar, pensemos en 2d :

f(x +hn ,, y + hmz) - f(x,y)
Df(x,y) ~ M

(u,,44) h

Sumamos y
restamos :

f(x+ hu
, y + hn2) - f(x- y)

-

h

=>

J(x +hu
, y + huz) - f(x , y + huz) + f(x y +hz) - f(x-y)

5

h

&

f(x+ hu
, y + hnz) - f(x- y + huz)

+
((xy+ hmz) - f(xx)

=

h h

f(x +hu
,, y+hnz) -f(x, y + huz)

- u t

ha ,

*

+
f(x, y + huz) - f(x-z)

um -d

h42
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-d & (nunyf(xy) = u. (x) + (x) =

=(uismz) = (bxf(x-3) = byf(x -y))

-> Por tanto, si conocemos las derivadas

parciales, podemos calcular cualquier derivada
direccional

.

(*)

· Def : Veator gradiente

Vf(x) = (bx , f(z) , bxyf(x) , ..., bxnf(f)) .

Por tanto
, Dif(E) = . 5f() (#)

Co siempre válida)

· (*) Lo anteria no siempre es cierto I
*

En el
paso * hemas usado

que
las derivadas

parciales existen y son continuas en el purto (x, g),

lo cual no siempre es ciento
.

· Ejemplo : Ej .

7 Hoja 2.
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Sea f(xy) =

2
si (xy) +(0 ,0) ,1

O si (x
, y) = (

,e)
,

a) Continuidad de f en el origen.

b) Dif(a ,
a) para cualquier dirección in

6) Encontrar /Daflo ,a . Vf(o , 0) .

Se

a) bim ((xy) = hi
2x

= 0

(x
, y) -> (0

,0) (xb)+ 1
,
0)2x + ya

↑

· y

b) Sea ü = (n,
,
na)

,
Müll = 1

.

Df(0 ,0)=lin
Shnichnal-f,

&

h

- him 1 Chuis hus
= him

una
J

&

h+ 0 b 2Chus + Chues" n+0 (24 + u2)

4442
=

24? + 42

-
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8 (0
,
%= Dy,f(0,% = 0 ,

I => 0f(0 ,
a= (8) .

(0 ,0) = D(0
,1f( , 0) = 0

,

Sin embargo , para cualquier in con ninate,

Dif(o ,a) =

min
#0 = . Vf(o,0) .

2uth2

Por ejemplo , i= (te)
y

· Veamos cuánd #*) es ciento
.

Recordamos
que en una variable , ser derivable

an un punto x significa que existe g') , l
cual implicaba que f(x) se aproximaba bien
localmente

por su recta tangente :

7f'(x) = him f(x) = f(x)
=--

X= X- X - Xo

=> f(x) = f(xa) + f(x)(x - xo) + a(x - xo)
-

recte tangente
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Esto es
, f(x) está bien aproximada por

una

función lineal :

him f(x) - f(xo) - f(x)(x -x))
-S

X -> Xo X - Xa

· Def . Se dice que f: s-1) es diferenciable
en Et si existe una aplicación lineal
T :M-/

bim f(x) - f() - T(x -E)
= 8

.

*-
o 1 - Il

La aplicación lineal T se llama diferencial de fen
* y

se denota Df(:) -

Nota :
Ser difereciable significa pues que f

se puede aproximar bien por la aplicación
lineal Df(0) :

f(x) = f(E) + Df()(E - Er) + R(, 0)
,

con R(Q , 0) = ~ (1- 11), es decir
,

bin
R(

, yo)
= 0

.

*+ 11- 1)
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¿ Quien es Df(E) ? ¿ Cuando es f diferenciable?

· Proposición : Si f es diferenciable en
s
,
stances :

1 DfCo) es única . [Prueba : por contracción]

2 f es continua en To.

#
him f(E) -f(x))

-T(-*))
=> lin(f(-*-

o Il * - Foll

=> himf( =f

· Proposición : Si f : R-> s diferenciable en
o
,

estances :

1 Df()(x) = 1f() . ↓

2) Daf() = ü =Vf() ↓, lill = 1,

Notas : 1)7 derivadas parciales > difeneciabilidad
Ces más , no implica ni continuidad)

2) f continua y Ider . parciales # diferenciabilidad .

S x5
(x

,y) + (0
,
03

es continua en 20
,
0)

,x2 +Eg(x, a) =

- (x
, y)= (0

,
0) 7 6xf(0 ,

0)
, by f(0 ,

0) ,

pero no es diferen ,

en 10,0) -
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=> ¿ Cómo probamos que f no es diferenciable

Buscamos alguna contradicción con las proposiciones
anteriores :

1 f no continua = f no diferenciable

Dalguna derivada
parcial o direccional

# & no diferenciale

3) Si f es continue
y
7 todas las parciales,

argumentamos como sigue :

Sif es diferenciable en Er =s Df(d() = *.f(x))
↓

y
ha de verificar la definición de diferenciabilidad :

him f(x) -f(x) -( -E) - (0)
= 0

.

*-
0 Il- Il

· En el ejemplo anterior :

bim f(x-y) =l
(x

, j)+ Ca
,0) (+() = /m +0)

.

por
tanto fes continua en 20 ,0) -

h+ a%
h
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Estudiamos la diferenciabilidad :

him f(x,y) - f(a ,0) - Vf(0 ,0) . ((xx) - Ca
,x)

-

(x
, y)- (a

,0) 1l (x-y) - (o,0)/)

=2 -y
- 0 +

0- him
X ja

(x,y) + ca
,b) x + ya (x

, y) + (
,0)(xz + yzy/

Vemos
que no existe :

2 3

lim mX

(x)+ c
,0) =

xp( +22
= limitedolle =

y
= mx

=> f no es diferenciable en 10,a)y

· Terremo : [Condición suficiente de difeeciabilidad]

7 derivadas parciales en Ba(*> /s f es difeneciable en
y so continuas en

C

Notas No es una condición necesaria
.

Es decir
,
existen

funciones diferenciables en o cuyas parciales
-

no son continuas en Xo.

↑
Esto también ocurría en una variable :

* · sin(), x fo f(x) = 2x .si() -si()
f(x) - S 8 &

X Sa

-

no es continua en X =0.
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En efecto,

lim (0)
= linsin()= e

e
X - 0

f(x) es derivable can g'c) = 0
. A

En 12
, por ejemplo :

f(x-y) = S
si (*) + y

-

su(tz) xy +

8 sixy = 0

es diferenciable en 20
,
0) pero txf , dif no son

&

Ccontinues en (a ,
0)

¿
por gué ?
Hemos de encentrar una aplicación lineal T :Es

tal que

him f(xy) = 0 = T(x ,y)
= 0

.

(x
,j) => (0

,0) x + ya

De ser diferenciale ,
tendríamos T(0

,0(x3) = (xy) · Vf(a ,
0) -

Calculares Vf(e ,0 :

bef(a,a= 2 f(h ,a) - 0

-
eim
h si ()

o,
heo h Leo h
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e igualmente bjh(0 ,0 = 0. Por tato
, Vf( ,0= (8) .

Comprobamos la diferenciabilidad :

him f(x-y)
= 5

, pues
(x,y)- co

,5)
x + yz

(g(xy)(s)
*sin() + j si (j))
x + ya

x2
E tin y

Por tenta
, f es diferenciable en 10

,0).

Se comprueba fácilmente sin embargo que Ixf , byf
no son continuas en 10

,%
y

· Def : J : Dcty -J se dice de clase C'en D si

sus derivadas parciales son continuas en D .

= "f es continuamente diferenciable" .
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Clases 9
,

10 : Vectar gradiate ,
curvas de nivel,

plano tangente .

Hemo risto el concepto de derivada direccional
como tasa de cambio de fen una dirección

.

En el caso de f diferenciable teníamos que

Df(z) =
- Vf(x) .

Nota : Máximo crecimiento/decrecimiento

Si f :Mes es difeneciable, entonces la dirección
dada

por el gradiente es la dirección demáximo

crecimiento de 8.
En efecto,

Daf(E) = E . Of() = Hänf(*/co19 ,
0 = angul

4 zu - entre y= 1
((- 1

,1]
If diferenciable ( Xf(*) .

El rals máximo se da para cosS=1 , es decir, 070,

es decir
, Il Vf(E).

Análgamente, el máximo decrecimiento se da en

la dirección de -Vf()
- Igualmente, Daf(E) = 0 en direcciones n Vy(E)
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· Tearema : [Regla de la cadera]

Sea J : M-> S diferenciable J

8 : -As derivable
.

Entonces ,
g = fo :- As

+ + g(t) =f(f())
es derirable 7 g'(t) = 0f(f(6)) . j'(t)

Idea ("prueba") : Para n = 2
.

8(t) = (x(t) , y(t)) curva

g(t) = f(x(t) , y(t))

g'(t) -
(++

) - g(t)
-

f(x(t +h)
, y(t +h)) - f(x(6) , y(6)

=

h

f(x(t +h), y(t +h)) - f(x(t) , y(6 +h)
- t

h

f(x(6) , y(t +h)) - f(x(6) , y(b))
t -

h

f(x(t +h), y(b +4)) - f(x(b) ,y(6 +h))x(t + L) - x(t)

- t

x(t +1) - x(t) h

- S &



f(x(6) , y(t +h)) - f(x(6) , y(6))y(t +h) - y(t)
f -

y(6 +h) - y(t) h

-> ((x (t) , y(t)) - x(t) + (x(t) , y(6)) · y() =

=> 8f(x(6) , y(6)) · (x)(t) , y (5)) -

y .

· Podemos ahora pensar en las derivadas direccionales

de la siguiente forma :

Daf(s) = tasa de cambio de f a lo largo de lo
secta

que pasa por o
en dirección

En efecto :recta por
-> (t) =

- + tu
con dirección i

-

gf(()) = 0f((t)). (t) = Vf(z(t)) . E = Day((t)
↑ n

(f diferenciable)
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· Ejercicio: Sea f(x , y) = x y =
Po= (1

,
1), i = (2 , 1) .

Calcular Vf (1, 1), der ir ,

direccional en Po dirección i

Dibujar la curva de nivel de f que pasa por (1 ,1),

junto con 5f(1, 1).

Se

1) Vf(x , y) = (y - x) - 0f( , 1) = (1
- 1) .

(2
, 1) - = = ,- Dpf(1) =

=
-5f(, D =

=() · (1 . 1)=

2 f(x- y) = c = f(,1 = 1
.

·

..Prog
4xy = 14

y
= t - I

... X

· Propiedad : Gradiente
y carras de nivel.

Para 8 :T-> 1) diferenciable,

en cualquier punto de una curra de nivel de f,

el gradiente de fen ese punto es perpendicular a la curva.
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En efecto :

Sea (x(t)
, y (t)) una parametricación de la curva

de nivel f(x(t) , y(t)) = c
, (teI) .

Entonces
,

8 = ff(x(0), y(x) = (xf(x() , y(6)) x () + byf((5) ,3(6)j(6) =

= Of(x(6) , y(5)) · (x)(6), y'(6))
--

Gadiente en rector targente a

(x(t), y(63) la curva en (x(6)
, y(6)) .

& - 8f(x(5), y(t))
(x(b)

,y(5))q
(x)(5)

, y'())

-Aplicación : Podemos calcular la recta targente
y
normal a cualquier curva

definida implécitamente f(x , y) = a

calculado su gradiente.
¿ cómo?

· Ejercicio : Sea la clipse 1
.

Determinar las ecuaciones de las rectas tagente
y
normal a la clipse en el punto (2, 5).
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Sol: Definime f(x, y) = x
Elipse : curva de nivel f(xy) = 1.

Tenemos que Vf(2, 5) = (2 ,5)=) es

perpedicular a la clipse en (2,5).

Por tanto :

· Resta normal : recta por (2 , 5) en la dirección (,),

() = () + +() ,
te

Vf(2,5)
⑤ 1

· Recta targente : &

-

3

Son los puntos /

(F - (2, 5)) : 8f(2, 5) = 0
.

Es decir :

(x - 2) +y (y- 5) = 0
.

y .

· Nota : En general , dada f(x, y) = c :

1 Reata targete en (xa
,yo) : (xf(xo,yo)(x- xo) + yf(xo ,yo)(y- yz) = 0

,

2) Recta normal en (xryo) : x (t) = Xo + (xf(x- yo)t

y(t)= yo + jjf(x0 -yo)+ S
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· Gradiente
y plano tangente ,

Pensemos ahora en superficies de nivel :

La superficie f(xy ,0) = 0 puede verse come una

superficie de nivel de la función f :MB-D.

Estudianes la variación de f a lo largo de una

curva cualquiera en esa superficie de nivel :

(x(t)
, j(t), +()) acrua en la

=> f(x(b), y(t) , a(6)) = 0 =

superficie de nivel
( +EI)

=> fff(x(t) , y(t), (6)) = 0 =

=> Xf(x(t) , y(t) , o(6)) · (x(t), y((6), z'(5)) = 0

Es decir

&f(o] es perpedicular a todas las curras en la

superficie de nivel
que pasar por to.

Es decir
, UJCo) es el rector normal a la superficie

f(x,y()= 0
.
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· Def .. Plano tangente
El plano tangente a la superficie f(x, y ,z)=

en Exosyo , so) es el plano que pasa pa
ese

punto y con rector normal Of (o , yoso).

Nota : El plano es tangente a todas las curras en

la superficie que pasan por el punto.

Ecuación :

Plano tangente a

( - E) - 5f() =0f() = ceo

· Igualmente, la recta normal a f(xys) = c

en Exosyoto) es la recta por (xo, yo,sol en la

dirección del gradiente :

Recta normal a

* (t) = + Vf(xa)t
f() = c 25

CED

- Ejercicios : 1a)
,

S
,

9
,

6 jb , k) ,
m)

,
20.

(Hojaz)
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