
Clases 39
,

40 :

Campos conservations .

Dad j : As-5 y j
: [c ,
5] -1 curva regular,

b

S8de = (j(j(6) - j(t))t
C

2

Nota : El rale de /j . de es independiente , salva
C

el signo, de paramericaciones equivalentes.

[ si misma orientación- ignal rab 3si orientación contraria- sigo contrario

Por ello a veces se deda

Sgde = ((f ,
8x

.
+ ... + fndx)

C C⑪

"1-forma diferencial" asociada al

campo .

Pero
,

en gaeral , la integral de :
a joet

sí depende del camino, 8s

-
Se *

*

Uz

Wi
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- Objetivo : Estudiar condiciones
que

debe cumplir
el
campo & para que

la integral de
línea solo dependa de los extremos

· Def : Decimos que
un campo

rectorial continua

F :Dci-t es en campo
restrial gradiente

si existe un

campo
escalar f :D- de

clase C' con F + 08.
En ese caso , f se llama potencial de F .

F = Nf
& &

campo función
gradiente potencicl

· Terrera : [Fundamental del cálculo rectorial]

f : Des-
, gee

8
: [a , b] =- D S =>J0f :

de = f((b)) - f(j(a))
.

C'-regular a trasos j

Por tanto ,
si

campo gradiente con potencial y
para cualquier curra conectado

p a g se tiene que

S F . de = f(g) - f(p) .
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·Sem :
Basta definir g : [a .

b]Ts

+ + g(b) = g((x)
Asís

g) (t) = 5f(f(5)) .

j
· () =

b

=> +g .

de=0f(() - (606 =( g()dt =S a

= g(b) - g(a) = f(y(5)) - f(y(t)y -

Nota: Acabamos de ver que si es un

campo

grediente (F = Tf) ,
entonces su integral de

línea entre dos pintos cualesquiere
depende del camino.

- Veamos
que,
al contrario

que
en una variable,

no toda función Fits-s es im compo gradiente.

(ContralEjemplo : F :P ->D

S(x-y ,
z) = (xy , y ,

s)

a7

U : [0 , 1- U2 (0, 1
, %)

t +

,

() = (t ,
t

,
a) S -

L

> S

J

X

L

Vi N

*

11
, 1

,
03
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I 2

· JFd =(F()=S(t, G10
2

8
1

=> jj + 10 = 5 + E = 5

ro : []-i

t -> fald +

(ot
,
e) si astil

,

? (t - 1
,

1
,
a) si 1st = 2

2

St . de =((0,
+ ,0) .( ,

1
,0)dt ((t + 1

,
1
, % . (1 ,

0
,
00t =

Sa 8 I

= 2 + (y -t] = 1 + (2 - 2 - 2 + 1) = 17 -

Por el TE anterior
,

como la integral de F de

Co ,
0

,o) a (1, 1 ,
03 depende del camino.

F no puede
see un campo gradiente -> #g/F =

g.

· Fampo gradiente = Integales de Línea de F
no dependen del camino-

¿ = ?
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· Def :
· Un conjunta DCAB es conexo si cualesquier
*, jED se pueden unir por curves contenidas

en D .

· Dc2 es simplemente conexo si toda curva

cerrada en D puede reducirse continuamente

hasta un punta de la misma sin salirse de D.

·
Conexo

Coneente Con2xa no simplemente coexo.

· Terrena : Sea F :Des continuo
, D abierto canexo .

Son equivalentes :

#es un compo gradiente, i
.
e

., If : D +Ms
, fed/F = Vf,

2 JF . de = 0 Acuuve
Jen

D simplecerfeny

Las integrales de línea de F no depende del camino-
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Nota : Si F cumple alguna de estas

propiedades (y por tanto todas) , se dice que

Fes un campo
conservativo

Ci
. e

.,
F conservative Jgec/F = Ug) -

· Den

1 Ya probado con el T Fundamental .

Ul
2) =-3) E

e ⑮* Ju *

Sea j = U . 0 Grab , que es cenado , Greg

+ F . de =f F - (e -ffr=Sf F - de = 0 =fF de S5 /
-- S Vi Ja

= fre =fe
3 Vamos a probarlo de forma constructiva,

calculado un potencial para F
.

Dado a ED , como D es conexo ,
dads cualquier

XED podemos escagen un camino c'atrosos
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conectado a co x : px : [0 . 1]-> D

3
rx(a) = a

, rx(D) = x

Definima
f(x) =f F . de para cada xD .

8x

Por hipótesis ,
la definición de f no dependa de la

elección de
jx

Falta ver
que fec

= Vf(x) = F(x) YXED .

-> f diferenciable en xet con Vf(x) = F(x) si

S

him f(x +h) -f(x) - F() : h X

X

&
x + h

h= II hit
=

o
8 +h

Veamos : por hipótesis , las a

integrales da línea de Eno sx = segmento dex axth

depende del camiro . Luego,
-(t) = x + th

,
te[0

,1]

-

Fidef(x + h) =f F - de=
-

=

Ux +h SX

-

= f(x)

j=> f(x + h) - f(x) = fF . de = =(x ++h) . htt =

S 2
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=> him ((x +h) - f(x) - F(x) - h
-

h- 0 11h/1

So (f(x ++h)- F(x) . het
=
li = 0

c

h+ 0 II h/

por regla de Sudwich,

1) J6 (F(x + th) - F()) - hdt)) IIF(x ++L) - F(x)))1h/
E J

IIh/ Ilkl)

h= a

= IlF(x ++L) - F(x))) > 8

pues #contine
A -

- ¿ Cómo saben si un campo es conservativo ?

↳ ¿ Es un grediente?↳ No su fáciles

I Su fre = 0 + y cerrado ? S de comprobar (#)

Indapedencia del camino ?

( Son útiles
para proban si no es consurativo

(basta encontrar dos caminos entre dos pintos

cuyas integrales de línea sean distritos).
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-> Si Fes conservativo, ¿ cómo satulo ?

Proposición : [Condición necesaria de
campos conservativos]

Sea F : DcT* - 2
campo

conservativo
,
Fec'en D

.

Entonces
6Fj

=

-Fi Hi
,j(32, ----n)

Jxi (xj

Dem : Econservativo Igec/F = Vg .

Si Fec'-gec -

=> Por T
*

Schwarz 18s&

(xibxj p .

- -

↳ ↳

Nota : Para n = 2
, n = 3

,
la condición necesaria gueda

· F= (FiF2) s +x Fz = by F,

· F = (F
,
(2 , (3) + +x Fr = JyF ,

(x F = Jot ,
ba +z= by t .

Nota : En MB
,

se tiene el operadas "rotacional",
↑ j L

8+ F = (x by da ,
esto es,

F Fa Ey
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*x F = (byFz - Jjtz
,
dzFi

- (xFu
,
bx Fz -

y
F) ,

que enis se reduce a

8 x F = 6x Fz - byF ,

· Def : Sea F : -D diferenciable .

Si

Li
- L Hij = 1

, ..., n

Jxj

se dice que
Fes cerrado

:

Cuando n = 2
,
3
,
#cerrado = VXF = & "irrotacional"

Así
,
F conservativo es cerrado

[F= Vg = 0xt = 0]

· Veamos ahora condiciones suficientes para que
F sea conservative

Lema : [de Princare]

Sean F :Dat-s de clase den D conjunto abierto

y simplemente careto
.
Si es cerrado en D , entonces

F conservativo en D
.
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En tal casa, un potencial de Fes

g(x) =f F de , rx = camino etre aeD y
X

Ex

Nota : La prueba sigue comobjea en posso, una ver

-

que
se prueba que/ F .de no depende del camiro yx.

Ex
Para ello se usa

que
D es simplemente carexo

.

[] Lo veremos más adelante -iGeen

Ejemplo : Sea F(x
, 2)= yrs) ·

Este
campo es de clase 1

y
cerrado en D=M (0

,04 :

- (x2+ yz) + yzy yz x

(2 + yz2 (2 +j
= 8xF = 0

.

by Fr(x , y) = =

x2+y - x2x

-

I
(x F2(x

,y) +

(2 +322
E ap

Sin embarg , si g (6) = (s(t)
,
si (1)

,

te20
,25] ,

& +. de =fesict), <(D) · (-(D - co(s)(t = en + 0

j

=> Fue es conservativo .
De

,0

So es un dominio

G

I I simplemente conexo.
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Nota : Podemos notar
que

si f(x ,y) = acte(*),
tenemos

que 8f(xy) = F(x
, y) ,

pero sol si (xy) Eh(x)C : X =a)
, pues

acter (7) no es continua en el eje X (portanto
fed(Dy

-
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