
Clase 41 : Ejercicios

Repaso :

· FiDci-i conservativo Cen D) si procede de un

potencial , i
. e
,

-f : D+
, JeC'D)/F= 08 .

· F conservativo JF . de = 0 #jcD curma cenada

j

= Independencia del casino

· FEC'CD) conservativo = Firrotacional
,
i . e

,

(
· FEC'(D) irrotacional I => F conservativo en D.
D simplemente crexo

-> Dads F conservative
, su potencial puede obteuse

como

sigue : Para XoED fijo,

g(x) =f F . de con jxcamino de 0
a X

.

Ux

Al ser F conservativo
, yx es cualquier curre

conectado to con x Al
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· Ejercicio : Determinan si el campo
rectorial

F(x ,y) = (3x* +

y ,
x + 2y) es conservativo,

y en tal caso calcular su potencial .

Se : F : -, D abierto
, simplemente conexo .

Fec (i) .

Veros
que 8 x F = 0 : I by

F
, (x,y) = 1

bx F2(x,y) = 1

Por Lema de Poicaré , Fes conservativ .
Es decir

,

7
g :

+ M
, ge() / F = Ug.

· Determinamos
g:
i

*S

"Procedimiento
mecánico

para
calcular el

①(xg(x,y) = F , (x ,y) = 3x +

y 3 potencial"
& by g(x -y) = F2(

,y) = x+ (sabiendo previamenteS
que
existe

B = g(x -y) = x + xy + h(y) =

=> (yg(x ,y) = x + h'(y)x + 2y + h(y) = zy =

=> h(y) = yz + c =

=> g(x ,y) = x + xy + y + C .
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Nota : Observad
que
el proceso

anterior realmente

consiste en lo siguiente . Como F es conservativo,

ya probamos que su potencial (único solvs constante) es

degle) =free con ja camino o
a

&

5 cualquiera , fijo, de D .

Podemos en particular tomar el camino ·

(x,y)

s

U = 0 .
0
ja s

*

(0
,0)

((t) = (t, 0) ca
oct = X

,

ja(6) = (x, t)( oct = y-

Así, X J

g(x ,y) =JF (t ,0) . (
,
0)dt + F(x

,
t) . (0

,
i)(t =

z

6.
Y

= (652 + f(x + 2t)dt = x +

xy
+ j

z S ↳
T

Ej = 28 Determinar si conservativo
y

a tal caso

calcular su potencial

a) F(x-y ,x) = (+,, 2z - x)
,

b) F(x
,y) = (excos(y) ,

- eT . si(y)) .
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Si

a) FEC en 151((0 ,03)

i j E

8x F (x ,y,
z)= 6x by do = (0-0

,
0 -(,t + j) =

20 x

= (o
,
1

,a) + (0 ,
0 ,0) :

(
pues FEC"(D))es irritacional)Por tanto

,
no es conservativo conservative

b) Fec' (B)

( x Fz(x-z) = - e

si(y)(= byF, (x ,x) = (x F2(x , y) .

by F, (x-y) = -e si(y)

Como FEC' (i)

Firritacional (en AB) I tie F Inservativo

en MB
His es abierto

, simplemente corex

Potencial : F(xy) = Vg(x ,z) =

DF, (x ,y)= e - cas(y) = (xg(x, y)
,

& Fz(x,y)= - eX . si(y) = (yg(x, y) -

Entonces
,
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D = g(x ,z) =Jecas(y)(t = (e -1)((y) + h(3) =

2

=> tyg(x,y) = - (et- 1) si(y) + h(() - e . si(z) =

=> Sindy) + h(z) = 0 = h(y) = cos(y) + c .

Esto es
, g(x , j) = (et - 1) cas(y) + ca(y) + c =

=cos(y) + C .

-

Ej 23

f(x , y) = (,3 log( + 3) + ) .

a ¿ Conservativo en su dominio ?

b) Calcula su potencial.

: Dominio D =h(xy) En : + +

y
> 03

ab

* Conjunto abierto simplemente carexo.

Y X

Jefe (2) = xy -

x+y (+
- 1xy = 0.

I 2
-

-

X 3(yf . (x ,y) =

x + y x +3) (+y)
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fec'(D), tena
1xf =52D =S f conservative en D.

Poicare
D abierto

, simplemente conex

b) f(x , y) = Vg(x ,y) =

Df i (x -y) = -
+ y

= bxg(x ,y)

②fa(x ,y) = bg(x +y) + y = byg(x-y)

a = g(x ,y) = ybg(x + y) +h(y)

⑳

=> Jyg(x,y) = bg(x +y) +
Y

+ h() =

x +y

y
= bg(x +y) + => h'(y) = 0 = h(y) = c =

x + y

=> g(x , y) =

y
. by(x + 3) + c

.

G.. 2&

F(x
, y) = (2y xniz)

a ¿ Es conservativo? Si sí
,
¿ potencial ?

Fe c'(D)
,
D = 12 (10

,0)) .

Comprobamos la condición necesaria :
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by F.
(x

, y) =

X

2y3(2 +y = 5xF = 0 =

(x Fr(x, y) =

- y 2x
x2 + yz

=> F puede ser conservativo.

· Como D no es simplemente conexo, no podemos
usan el Cerra de Poicaré .

. Probamos
que

es conservativo construyendo su

potencial (y comprobado que es c'en D) :

Sea g/F = Vg :

DF, (x - 2) = x yz = (xg(x , y)

③Fu(x ,y)= yu
= (yg(x-3)

D = g(x- y) = 2 bog(x + yz) + h(y) =

=> (yg(x,y) =

Y
+L1() Y

=>S
x2 + ya x2 + ja

=> g(x+y) = +(g(x + yz) (tomado ( =0) .

Por tanto
, como ge c'(D) , hemas probado
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que
F es conservativo en D , con potencial g

Nota : Comparar con el ejercicio donde

= (x-y) = (2
y

/ miyz)e() ,
D =/c

,9) .

Si calculares g/F = Vg , Llegamos a

g(x-y) = arcta() , pero g(C'CD) ·

Eso no nos permite concluir que F sea censurativo.

De hecho
,

no lo es (ver pag . -20s].
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Clase H2 : Terrena de Green.

· Curva de Jordan : cerrada, simple , regular atraves

· Terrena : [de Green]

Sea CC5 curra de Jordan orientada positivamente,
Da 15 región acotada por C

,

- : D +J de clase ('(D)
,

F = (Fi
c
#2)

·

Entonces :

G (f,(x + Fnd)=J)(-) y i
..

L D

Dem : (Ideal d - -

Y D N

Casa 1 : Si D es un rectángel, ⑮

C

c---
, "
I

ab
d

·D
E &

d

①+[ S(Fz(b ,y) - F2(a,y))(y +

E

+((F , (x, d) - F, (x, c)dx
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. f(F,
(x + Frd) = f( , fr) - de =

② b
C

d
b d

= ffi(x,bdx + (F2(b , bdy - (F, (x d)(x -fFr(a, z)dy
C

a

D = =p .

Caso general: Notamos
que

si sumamos las

integrales de línea sobre dos rectángulos con un

lado en común, S [

la contribución de ese
Y n

35 = Y A

lado se carcela
Y n

Así
, podemos aproxima D &

una regiés D por rectángulos,
E

M: ~49

I - 11

* a

· Nota: Con esta misma idea
, podemos generalizar

el T2 de Geen para regiones que no sean
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simplemente crecas :

C

·py
3

C 3
Ci

Vemos en el dibujo que

J)=x
D Di Da

=fede +/de =J+ + -Jod -

Ci C j

· Terrena : Ide Geen generalise]
Sean D

....,
En carras de Jandan arientadas positivamente,

con Ca
....

En carteridas en el interior de 2
, y

no se

interseca dos a dos
, y sea F = CF

, #2) de clase C.

Entonces :

&

Sexyfe gaS

D Ci C
&
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· Nota : Como cordaria del T de Green podemos
probar el tema de Poicaré :

FEC'(D)
,
Dasimplemente conexo

↓
# conservativo

Fcerrad
,

i . e,
-

er D
y

pues

Gr. de =()(dady = 0 juve
J A simple ceuada

y

·
· Nota : Además, permite calcular el áres de
una región plana como integral de línea :

C

Mu Áread=Sty-de
C

#
F(x

,x) = (y ,x) = 2

()(xy =()+x= Áre(D)
D
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· Divergencia y rotacional Flujo y
circulación

Ser F :T+, FC' ·

Definimos los operados divergencia y rotacional,

div (F) = X. F = (x F
,

+ by z + b Fu
,

curl (F) = Vx F= (by Fu -5752
,
b

z
F

,
- (x Fu

,
dxEz -byπ,) ,

· En M
,

si F= (Fi
,
Fal

,

V. F= dx F,
+ by Ez,

- x F = (6xFz -byF)( vector perpedicular al plano) ·

=> j Geen : Versión circulación

~
"2D Stokes

J) (8xF) . Edxdy = F -
de therren"S

D
-
circulación de E sobus C .

Interpretación : imaginemos F como el campo
de

rebeirlandes E de un fluido. Sea Cr el cérculo de
radio r centrado en P, y

E el rector tagete a Cr

La media de la velocidad angular , wr = for . ,

sobre Cr es
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= Jurde= Ir
Er

17

Cr Gr

y por
T de Green,

=

- = 2-((x) - xxxy =

[)

=>
lim ür = (Vx) .

"

r-> a

- La circulación de En sobre Cr coincide con la

integral de Vxi en Der,

e indican la "intesidad de giro o
rotación

del fluido.

=> T Geen : Versión Flujo

En las mismas condiciones
,

se cumple que :

~"2D Gauss theorem"

St . nie =J - + (xy
* = E xC

- ·

Flujo de E a /través de C
/J

C

-
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Interpretación :

1

Sarde =0. day E U.
Tr

Or Dr
-

glujo porunidd Es decir
,
la divergencia en un

punto mide el flujo que fluye por# ese punto por
unidad de área.

↓ Y
#

- -*

↓ Y ↑
8. f(x)) o V. (*)0 .
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