
Clases H3
,
HH : Integrales de superficie.

· Def : Superficie regular

Subcajato SCI dads como imagen de me

función b : ACTB-B de clase C en A
, injectiva

y
tal

que rag
(JB)= 2.

- O se llama parametrización de 5.

~ i
& (u, v)

↓ -

.
i

-> ↳
h

~ 3
X

↑ (u
, r) = (P , (n,

v) , Pa(usul , Polaso) -

· Si se fija uno de los dos parámetros , se obtiene

una curva en la superficie :

U : [a ,b] - A
2

u ++ 0
,
() =
p(mo))

·

E
8 : [c

,
d]- Mi S y

~ # () = Por)) +
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Por ello
, filt y fa nas dan des rectores

tangetes a la superficie en un punto. 7 Juf
Ay
-

· Def: Verter normal
d L

Dada superficie parametizada (u, v) , se define
el vector normal como

i j ↳

N(u
,
w= (,u)x () = Gut JuP Juty

D

Sup Sutz Jat

Nota : El anden de los parámetros cambia el sentido

del vector nasel
, -N

↑
-

(Jp de rap 2) [

↓
Nota : Si des regular , entonces tut y art son

lin
. independientes , Luego Nu,u) (0,

0
,0)

· Ejemplos : Parametrivaciones

① Esfera : S = ((x , y ,s) : * +y + z2= 11

3

↑: [0 ,25) x [o,
n) -> S

(4 , 9) + p(2
.
9)=R(45S,

silsib
, cas) .

-223



vectores targetes : ↓gt(2
,
9)= R(429

,
silms

, -sis)

Z
S byP(2 ,

9) = R(5:429 ,
col sis

, oy
->

- typ
- -

=
-

2 Jo
X

Vector normal : N(3
,
3)=

i j h

= R-sess cess & -

12cD Sec -59

=> R (1459 ,
- se56

,
-545829- [4sss)=

2

= Esing(-cesS =s3sS,
- (s) = - R siSp(4

, 9) .

② Grafos (explícitas) : S =(
,2 ,
s) en z = f(x,y) 4

Paranatripación "trivial" : b(x ,3) = (x
,y , f(x,y))

vectores tangentes :

#
↓
(xy) = (

,
0, xx), 2)= (0 ,

1,7(xx)
Vector nomal :
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T j E

N(x
-y)= (x* + byt =

I D Sxf
-

S 1 byf

= (wxf(x-y), jj(, z) ,1) by
↓xb

X

3

- Ejemplo: Parabolide hiperbólico :

5=)(x,y ,
s)E = z=

Escogemos u = 1 ,
u = z = z = i-0

Así
s

"N
& : -> B * s

(yr) + Plur)-Jan,
bo

,
n2 or)

③ Superficies de revolución

3013 Generada por
revolución de la curva y

= f(x),

con xe[ ,
b], alrededor de eje X :

y

f(x) -
*

Dj

-: *

g
&

Z

V
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Parametrisación :

xt(
.b]

d (x
,
s) = (x , f(x) , f(x)sig),

8Lo
, 25]

3
. 1) Analogamente , si consideramos la curva

8 : [s .b] -> MB

3* + y(b) = (x()
,

0
, y(6))

y giramos en torno a eje
2,

↳

S

nz M
Z

Ol/ >

y F z

* - g

te[a
, b]

9) (t
,
s)= (x (b)c0

,
x (t)sis

, z())
Seto

,
22]

① Elipsoide :

5) (x
, y,)

ge(O ,n)
↑ (4

,
9) = LacolsiS

,
bsilsis, 0) , Gelo,5)

.

⑧ Cono eléptico : S = hy ,
b)En :=

Hacemos X = arcos
, y

= birsib
, y
así

=> 226-



22 = r- z = r
.

Queda la parametivación
8 (t,2n)

↑ (r
,s) = (arceS,

busis
,
r)

~ reM

⑧ Paraboboida (elíptico) :

==- b(xy,) : z = +
Se[o,25)

a) (r ,s) = (a . rc8
,
brsio

,
rt]

,
~ EIR

· Def .. Parametrizaciones equivalentes
&: A .
Ct-

,
02 : A

,
-He son paramet . equir

de una superficie S si

1) b , (A) = Pr(A2) = 5
,

2) Th : A
,
+ Az difeom ,

de clase / = 20h.

Se puede comprobar que
Np

,
(u. r) = deb (Jh(ur)) Nec (h(n,u)) =>

i

signo constante

5 det (Jh) > 0 : E
, 2

tienen misse cientación
,

=

Si deb (Jh) 0 : orientación contraria
.
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Área de una superficie

Recordemos
que
el producto rectorial à x5 es

1laxbl) = 11/1511520

xn xn
5 5

>
>

y S "IIIs
E

3

· E
S

Area =1xl

Entonces, dada una superficie parametizada
& (nr)

,
su vector normal nos mide el área

de un pequeño parche" en esa punto .

Es decir,

bub
,
fot nos indican como se deforma el

plano As para producir la superficie :

N

v -
--

n ↳
Y

· Def : Dada D : Act -T parametrivación regular
de S, se define

Áreesy = ff Nolurldndr.
A =222-



↑
Nota : Es independiente de la parametrización . En

efecto , si b 1
= boh,

hacient el cambio (s . t) = h(n
, r) , se tiee que

Área(s) =S]Il Np(tld
= IINpuCh(n .

v) IIIdet (Jh(n,/Andr = fflIND ,
En villando

.

Al Al #
· Casas particulares :

1 Gafo : P(x ,3) = (x , y , f(x ,y)) ->

-> N(x
,y) = ( dxf -

- byf , 1) =

-

=> IING ,y) 11 = 1 + (xf5 + 239]

Superficie de revolución :

Revolución de
y = f(x) ,

xeLa
,b], alrededos de ejeX :

P(x ,s) = (x , f(t)cas
, f(x)sis) , x(a ,3]

,
80

,
25]

No(x
, g) = (- f(g'(x) , f(x)(9 , f(bsis) =

b

=> Área =INo(x ,
b)((dx(0 = 2n) f(x)1 +y((xdx

a

-229-



· Ejercicio: 3 CHoja 16) Calcular el área de :

a) Región que en el plano x + y + z = 1 determina

la superficie x + y 2 = 1.

* Grafo z = 1- x -

y -

Parametrización X(4 , 0) = (n ,
a

,
1 - u -0) -

i
-> JuX(n

-
v) = (1

,

0
,

- 1) & I=>Ny(2 =
1 ) =

JuX(n,
u) = (0

,
1
,

- 1) 10 1 - 1

= (1 ,
1
- 1) .

Region x + y =1 -> D = b(u- r)(i = 2 +0 1 16 .

Arno = (f INX (nll dadw = ff E andu
=

B D

2

=jj Tomando = 5
.

--

· Nota : Podemos comproban que,
si F(x

, y ,z) = x +
y + z - 1

,

XF(x , y ,
b) = (1

,
1
, 1) es paralel al vector normal

calculado con la parametrivación que escojamos

· Nota
: Podríamos haben tomad directamente
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la parametivación

X (r
,
g) = (r -c

,
r . Sub

, 1-rcos-rsis) ,
127

calcular JuX + JoX e integrar J 11XXoxllardo

6) Pació de x+ y + 5 = 1 interio a x +y =

y .

x + y -

y=
0 - x + (y- E = +

X&
---

Región de parametros D =h(x, )Es : x + (y-- 4.
Por simetría

, consideramos la parte de la

superficie con 230, dada por el grafo

= = X(n
,
r) = (0

,
Mar)

con (u, rb ED.

Calculamos NX (n ,
r) :

-231-



- u

daX(nu) = (1 ,
0

S

- v

Si

I =>
1) 1 - u - ub

JrX(n
,
u) = Co

,
1,
Fu-uv Ja

n j Y

=> Ny(nou) = JuX(nu) xbuX(nu) = 1 8 # &

8 1 F

= cu Y 1)
Füre Nue

S

=> IINx(u)( =

n +m + 1 2 0
-

1

1 - m2- ub 1 22-2

Por tanto
,

Área = 2 SS /INx (m,will Endr.
D

Cambio a polares : n = r . cgo

~ = +
~si

M

A = 2 -ecos- (tra) dido =... difícil .

(* -> En
p .

-235-
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a) Porción de x+y + 2= 1 entre z= yz =E
Z

&

------------- --------------L F/z

->

S J
----------------...------

-Fla

X

Paraactrización : superficie esférica,

X (2
,5) = (casesS,

Silsib
, 19) ,

con (2 ,
e D= b(2,

9) e : 0225
, -Eco

- [c) ,acs[]] ,

Áre-g** 11dexx box112200 =

3-sinodo = 2n ( c) = 2π

E
(H

d) Porción de z = j sobre triángul co,,,),
(1

,
1)

- 233



2

2

*

* J - A

D
&

X

X(n
,
v) = (u ,

a
,
v2)

baX(nu) = (1 ,
0
, 0) =

JuX(n
, u) = (0

,
1

,
2r)

i j E

=> Nx (u-
r) 1 0 0 (0 ,

2
, 1) =- I

8 2v
I &

=> IINx(u,>(1 = 1 + Hu

Region :
D = 4 (n

,
u) Es : 8 421

,
03r3u) =

=> (nu) En : 0ccs1
,

van =1 3

1 e

Área = f + indo =() Nordrldu = ...

D
8 *

11

=S () M da) dr =...

z

V

↑

Faltaría calcular la primitiva JMx -

-> Cambio 2x = tanlo) us racional triganética.
dis

- racisal faces simples- deshacer cambios
. 1

-23H-



Clases HS
,
46 :

# 3 b) Pació de x+ y + 5 = 1 interio a x +y =

y .

x + y y= 0 + x + (y- E = +
Habíamos elegado a

Área = 2SS /INx (m,wll Endr , can

D
1

IINx(u
- r))) =

- J
D = ((nu)cij : n + v = 04

Cambio a polares : n = r. cas

3
u = r .Si

Región en r-S ? Por simetía, podemos toman 8c[0,E],
7 &

( Z

* "
↑

S

X

X

T

Además
,

reces tri Ersis = rsiS .

Por tanto ,

= 2 siS

Ave
= H)() ~ Creo =

-
1 - ra

2

/
SIS

J-> Erendo=so
I -

=> H 10/19 + H -
- 2n - Hy-
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· Opción 2 : Esféricas.

Por simetría
, podemos tomen 20

,
x0.

En esféricas : X(4
,
9) = (o4s= 9

,
silsib

,
casS)

Región de parámetros :

D = b4(0,
25)

,
0(0,5] : cosis + (siesis. t ,

colsig >5
,
co92 oh

· caso = Se( , E]
·CassiS + siesig-SilsiO10

= Si silsis #Si si = 3 fo
,
5]

· colsis0 calo4]
↑ ↑

(sico) Relo ,
[]

Como 0
,
4e[,]

,
sibisil = 8. 2.

Por tato
,

D = ((4 ,
8) (,J x,J : S + 23

Finalmente,

Área(s) = H)) /IN x
(2

,
s11ded0 =

D
/22 Ge

= H)() 1529109)d2 = H)))
,

sisos) de =

8 [/

= +( [ cas] = +((1 - (2)2=

=> H) = - (sik]) = 2n - Hy .
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· Def : Integral de superficie (campo escalar

Sea 8 : SC-D continuo
,
S superficie simple regular.

Sea & : Ac- parametrisación S = PCA).

Se define

SS805 = () f(0(u v) /INp(u,w)Il de de ,

S A

a: El vala de ff gos es independiente de la
S

parametización. Se prueba mediante cambio de
variables :

p
,

= 20h (h diferm .

() =

=> Np
,
(u- r] = deb (Jh(ur)) Np2 (h(n,r))

L I

signo
constante

Cambio (s
,
t) = h(u

,0) :

S8CP (2) IINa ,
Carldnd

= Jf(d-(h(ur()) /1 NonCh(mu)11/det (Jh(2)/ldndr =

As

= S) g(b2(sc6)) /INaa(s-
13/l dsdt

pr
Az

- 237-



· Ejercicio : H

a) f(x, y , z) = t, Sécasquete de z = + (** + y2) para
& z51

-

Gafo : X(u
, r)= (n ,

w
,
(n + +)

Región : D = 4 (n ,
u) ED" = a + u

- 2)

tax = (1
,

0
,
u)

= Nx(nu) = 1 F U
= (u, - r

, 1)
Jox = (0

,
1
, u)

S 1
i j

18 1 v

Así,

Sgos=()glur , +rt) INx(r))) Andr -

D

- Si la tris exutur duda

D

Cambio a polores : n = rcos
,

versas ->

25 E

Sigas =/ trinvento

=> N d ... (per partes e
- 232-



1) f(x, y , s) = *
yz ,

Sé casquete más pequeño en que
el plano y + z = 1 divide a la esfera

Z

x+ yz + 82 = 1 .

E

*
Superficie : gap X(x , y) = (x

, y , 1x y
- ) -

Región : región en plano XY interior a
la

proyección
de la circunferencia de carte,

y + z = 1

S
= = 1

yjx + y + (-y = 1 -

x + y +2= 1

-> x + 2y - 2y = 0 + x + 2(y - 2) = 2 =

-> 2x2 + H(y - t) = 1 - Elips (+
D =b(x) ( +(14
Así

,

- 239-



SS80 = (Jf(xy,j)(Nx (x/ldxdy
S

D

(xx(xy) = (
,

0,)
-

by X(x, z) = (0 ,
1
,

- J Ja-j
J

=> Nx(x) =( j
, 1) =

=> (INx(x-y)(l= 1
=>

1 - x2 - ya

=> (90s = ((xy + yy
1

dxdy .

N-j
S D

Cambio a coord
, elíptices :

c - rs)I

x = h(r, k)= c) b
relo

, 1]
=Th =

E E

2e[0
,
25] 54 r . el

y
= h(r , k) =E + Esik 2 2-

=> jgis=sik
S

='32E
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· Def : Integral de superficie (campo rectorial).

Sea g : Sct-s campo
rectorial continuo

,

S superficie regular con 1 : ACT5-MD parantización
de S = &(A)

Se defineJJ g . ds =J f(P(or) · Nolusu) Andr
S A

Nota : Puede verse como la integral de superficie
del campo escalar fun con ne vector normal unitario,

En efecto,
Np(n,v)

f(b(u-r)) · Np(ur) = f(P(u,
u)) · INg(nu)))

.

IINp(u
,/1
-

= n
Es decir,

S g . &s = f) gon es
S Son

J componate normal de f

Flujo de f a través de S I

f = r↳&
-27)-



Nota : Al cambian de parametrización ,
la integral

de superficie de un campo
rectorial puede

cambiar de signo , pero su valor absoluto no cambia

En efecto, =420h +

S) g(P , (mu)) · No
,

Gou) dado =

An

=> SJg(P , (2u) · Not (h(u,r) deb (Th(nv) dudr =

A ,

↑
(s- t) = h(2

,v)

= = S) f(s-
t) . Noz (sc6) dodd

Az

· Ejemplo : Calculas el flujo del
campo

f(x- j , z) = (xy ,
z

,
x + y) a través de la

superficie S = h (x - y ,b) Exp : x + y+ z = 1
,

x3,0, y ,
0

,830h

Sol :
T

Grafo z = 1 - x -

y
+ X(nu) = (n

,
r
,

1 - n -u)

Region : D = 4 (nov)E : 420
,

038
,

1 -urc
, a) =

=> (ur) e = 0 <us 1
,

0 au 1 - u)

JuX(n,) = (1
,

0
,

- 1)
-> Nx(n

,
u) = (1

,
1
, 1) =

Jrx(n ,
u) = (0

,
1
,
1) &

- 2620



11-
u

=>S] g . ds =(() (uw,
1 n- v

,
u + a) = (- 1

, 1))dadu =

S - a

I

= jif + nu)da)(n =)
,

(1 -u + u4-)du =

= - + t - + =

· Ejercicio : 6 Integral de superficie de :

b) f(x-y , z)= (si (xyz) , z(x- y) ,
x + yz

Se prorción del plano i= 27 limitado por el

hiperbolide de una hoja x + y - z = 1.

#
Superficies cuádicas :

En forma implícita :

Ax + By + (z
-

+ Dxy + Eyz + Fxz + Gx +Hy + 5z + j = 0
.

Tras completar cuadrados y trasladar si necesario,
se

reduce a

1) Ax + By + Ci + j = 0

2 Ax + By= + (z = 0

Tipo 1) :
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1. Elipsaide: Z

&
2

. 2) Hiperboloides : L
1 .

2
. 1) De ma hoja: X

S J

C

-

-
1

.
2.) De dos hojas:3

·
> Cortes con planes paralela

a los coordenados dan F
hipérbolas o clipses

1. 3) Parabobides : E
1. 3 .) Elíptico: +

E

1 . 3
.2) Hiperbolis :=
-A

1. 4
.

Como clíptico:
1

.
5) Cilindros : · Elíptico : +

> Parabólic : y + Ax = 0

> Hiperbolic : ya -* = 1 *
- 24+-


