
Clase H
,
He : Terremos de States

y
Gauss

· Ejercicio : 6 Integral de superficie de :

b) f(x-y , z)= (si (xyz) , z(x- y) , x + yz

Se prorción del plano i= 27 limitado por el

hiperbolide de una hoja x + y - z = 1.

Z

Ses

y =
2x

X

E
Parametisación : graf z = 2-X(n .

u) = (nu,)

Región : Interior de la curva proyección en o so de

la intersección,

z = 7 S->
z =7

x + yz z = 1 * + y - y = 1 + x + 35 = 1

Es decir
,
D = h (no) e : n+ 14
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Calculares rector normal :

SuX(n- a) = (1 , 0 ,0)

(rx(not = (0
,
1
,

())Nx(ur) = (0 , - t - 1)

Por tato
, (ff . ds =fff(un,E) · Co, , Donde -

S D

= J (E (n -v) + mi + nz) endr -

D

Cambio a elípticas : nercas relo
,
i]

S
v = Ersif Se[0

,
25)

E

I

65 . 0s=sis (ros-
S

+ restrisig) ord
25

= rsispos ising

+9 Irisins)Ford
=(in + yn + n)= (5 + ) -

c) F(x, y ,b)
= (xz

, yz , 02) , Sé primer actante de

Sole
Hx + 9y + z2= 1 .
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Superficie : X(2 , 8) = (cksis, silsis, cos)

con x = "colsio 35 &

y
=sie sis 3f & *
z = caSa

X

Esto es
,
D = >(2 , 8) e(0, 25] x(,] : YEJ, ])

bux = (skss, Icess, a) 4
tox = (tcecs , s35 , -58)

Y j ↳

=> NX =

Estos Iso & -

co Iskes so

=> El ces , - ses,Ess) =

=> s9(jcess, Esto, E (s) =

· SJ8 .s = () f(x(2 ,9) · Nx (2.8) des =

S
D

=>&ch, se,s) · Nxl2,de

= so (isco - 1545928 - Lass)dedo =
D
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=Sus (50css) dedo
5

=jtsesdedotes
D

=

· Tecremas de Stakes
y
Ganss (3D)

En12
,
nimos

que
el T de Green admitia dos

formulaciones distintas en términos de

circulación - rotacional
y flujo -divergencia.

5 Catts cura de Jada orientada paritivamente,
Da s región acotada par C, F= CF . #c) EC' ,

S (0xF) : Edxdy = JF -
de Teneme Stotes (20)

D C

J) r . + (xy =f F . nde Terrena Causs (2D)

D C

Extendemos ahora estos tearemos a 30
, en
el

sentido de
que
la región D no necesita su plane,

sino una superficie calquiera. Geen'sth : 1828-FanesaState : 1&SH-



N M
Z C2D) Z

AnN NF -----

A

y (3D)
X * X

y

· Dey : Superficie regular con borde

Sea SoCMD superficie regular simple sin bande
con parametrización Artis ?.
Sea Acto abrento (proyectable) con frontera da : No.
La imagen de D = AutA por P , S

= PCD),

se llama superficie regular simple con barde,
y
su bode es +S= #CA)

Eje
ARD

I
-* Superf . sirbade .

#(x
,y) = (x - y , x + yz)

Un "parche" en este ejemplo genera superficie
con bade :

P &S

D

- Es
A

JA
-249-



El bade de es una curva regular a traxos que
delimita la superficie CA) -

· Definimos la orientación de la curva LS en

función de la de la curva plana ta :

Dada una parametrivación de da , su composición
con o parametización de la superficie) da
una parametripación de 15. Se dice estances

que 15 tiene la orientación inducida
por
Ja.

5> : A = 1(x-y)(m = x2 + y
=
- 1)

+A = h(x ,y)(mix +y = 1)
Paraactrización de JA :

J : [a , 25] -> MP

Corientación positiva t + (arst
,
si +))

Parametrisación de S : b : DC - Ti

Cura) - #(22) = Grou
,
un +
m))

Parametrivación de 15 inducida
por
da :

: [0 , 25] ->B
+ + (t) = (Por)(t) = p((+)) =

=> Cost , sint , 1) -
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· Nota : Si da está parametrizada positivamente ,
la orientación inducida de la curva &S = #CAA) es

tal
que

al recorrer +5
,
el recta normal No

gueda a la inquierda.
Dichaoristación se llara orientación positiva
de 25 respecto de S.

Ej : ⑭ --⑤
&

=

Orientaciones positivas de S respecto de S.

· Terrena : [de Stakes]

Sea F : BcTB -B de clase C'
,
B abierto.

Sea SaB superficie regular simple con bode b5 ab
orientado positivamente. Entonces,

J) (*x F) - ds = f F . de
S &S

--
T circulación de F en &S .

S &

=fi -( = (y5+zFa , tzF xFa
,
(xfz y() .

Fi F2 #3

-2519



Nota : El Te de Geen es un caso particular : basta
tomal Sc2 región plana y
F(x- y ,z)

= (Fi(x ,y) - F2(x,y) , 0) .

Nota : Recordamos que
conservativ = irrotacional

irrotacional

-dominio simplemente &-> conservativo (lenra de Poicré)
LereXo

· Ejemplo : Calcular (F(x, y , z) · de , siend
tS

F(x, y ,a) = ( Ey , - 2xycyz),

d 5 el borde de la superficie S,

S = b(x, y,8)Ej : x0, yz0 , z30, x +y + z = 14 ,
usando el 12 de stokes

y
directamente con la

definición de integral de línea-
Soli

1 Parametivación de Si

/ 1

X (u, r) = (u, v, 1 - u- a)&
T

- región :

D = b(x ,y)Cocx(1 , ocyc1- x)

-252-



Vecta normal :

AXuNxY es

① Usand Stokes : ↑
> 1

-
i j ↳

XxF= Jx by 5 = (2 , 0, - 2y + by) = (z, 0, j)
y -2xyyz

Luego (DXF)(X (nu)) = (1- n - 0, 0, 0) .

Así,

Gra = J((x) . is =
tS S

=ff(tx* (x(r)) · NX (ou)dndr =

D1 - u 11u

=[] (-non, 0, u) - (11) dr) de =ff(- udrdn-
z

= S. (15dn = 1 - 1 + +=

② Como integral de línea : ↓S tiene tres tradas

regulares , los segmentos orientadas de
(1 , 0 ,0) a 20, 1

,0) , de (0 , 1 ,a) a Co, 0 , 1), y de

20
,
0
, 1) a (1 , 0 , 0) :

-253-



C = y , (t)= t(0 , 1
,a) + (- t)(1 , 0 ,0) = (- t , t, 0) , teE,] ,

[ = (2(t) = (0 , 1 tt) , te(o , ] ,

6 = u3(t) = (t , 0 , 1-t) , + =20 , 1] .

⑧ Fide = fede +(F . de + f + de ,
C

Ci Ca 3

#(v , (t)) = ( 25 , 2+ (1-t)
,0) .

F (2()) = ( z(- t) , 0, + ( - t) ,

F(ya(t)) = (0 , 0 , 0) .

Part los

& F. (e =('(zt,-26(b) , 6) · ((1 ,0)( +

C 2

+J
!

'f(t +-, 0, + (-+)( . (0, - 1
, 1)d + 0 =

=S(zy - 2+ (1 - t) + + ( -+jdt =

=" - E + t = -

-25-



· Notas Si Si
,
Sa son dos superficies con el

mismo bade d5
,
=S = C

y
misma

orientación
,
entonces

S)(v x F) . ds = f)(xf) . ds
,

Si S2

pues per
Ta Stakes ambas concide con F . de.

C

· Ejemplo : Sea F(x, j , s) = (xe*, x + xz , be) ,

S la seriesfera superios de x + y2 + 32= 1.

Calcular

S (XF) : &S con
recta normal hacia

S afree .
Sci

Xxf(x-y-)= cx b) b = (x ,x - 1 + z)I
j

7

j L

X2 X + Xz 3

En vez de parametrisan 5 , usamos que

J) (x#) - ds = f((x+) -dS, dende

S D

D es el círcul plano x + j = 1,
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5
↑ IN N N

S& -> &----

--
&S -S

Así
,
X(n

,
m) = (n

,
r
, a) + Nx(n,u)= (0 , 0 , 1) ,

SS(XF) . ds =J)(x +3 .4s =JSt n, u - 1
, 1) : Co,0, 1)dedr-

S

=Shar = n
· Extendemos ahora el T de Gauss a lD

.

Recordamos la versión flujo del 17 de Green (Gauss 2D) :

J . + (xy =J F . ne (Dci)
D C

· Sea McB un compacto encerrado por su bonde
di
que es una superficie regular sir bande.

Consideramos dil con normal exterior (Errientación

positival .
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· Terema : [de Causs o de la divergencia]
Sea F : ACTB -B de clase C. A abiendo -

Sea MCA compacto conexo , con si superficie
orientada positiva de (normal exterior a M) .

Entonces
,

SSS0 . F (xdyd = J # -5

M

-

Flujo a través deS

· Ejemplo : F(x, y ,b)= (2x + y , 2yz , z) ,

V = región de
As himitada

por z = 2-X-y", y el

plao z = 0 .

Comprobar T divergencia .

· Integal triple : V . F = 2 + +y + 1 = b + Hy
,
z

Región V :↑
-------

-s
X

1)= h(r, 9,se" : Seto
,an]

,
5012

,
8 rez /
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22 E

() 0. = (x(jd =(() ()( + Hrs=b) nofds)do -v

E

=> [5]
S 2

=> S)
= 3(H -2) = 6π .

· Flujo : S = S, USz , con

5. = X, (2,u) = (n , v , 2- mi- 02) ,

Su = X(n,u) = (nu , a) ,

ambas In D = 1 (20) ent : v= + 0 2(

Nx
,
(n
,
v) = (24, 20 , 1) ,

Nx2(n -u) = (0 , 0 , 1) .

Así,

SF .d =J + +s -f) = es =
Si Sa

=Suxw,2,2-) . Ru
,

au, Indr
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- ()(2u + v , 22 , 0 : (0
,
0 , D dudr =

D

= SS (Hu + 20 + +r + 2- u -w)dndr =
D

=s +Las + +/19 + 2-ss) drdo=
8

=> 3 .# + 25 . 2
-y = Gy -
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