
Clases 49
,

50 : Ejercicios

· Repaso :

gescolar : SJgds =fff(X(n.
r) /INX (n. w)ll dudr

S A

frectorial : Sg . ds = SJg(x(r)) · Nx (now) Indu -

A

= S8inds
S normal unitario

↓5 aristado
i
=

stoles : SAx) . es = f F-d (
de S

SJS positiv . respecto

↑ Causs : Sf) Tot Exdydo = (JF. &S (M compacto canexo,

M Im sie conname (
exterioe aM

· Aplicación 1 : Si Si
,
Sa superficies con mismo bade

C = +S
,
= >Sa

y misma
orientación

,
entonces :

S)(+ F) - ds = f((0x +) . ds
.

Si

↑

Si Sa ASa
7

C
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· Ejercicio : Sea F(r
,
4

, 9) = terle ,
s), donde

er es elvecto radial unitario .

Sea S una superficie simple cerrada /sin bandas que
rodea al digen -

Calcular el flujo de F sobre 5.

z

Sc : S

Fina
X

No conocemos la ecuación exacta de S
, lep no

podemos calcular JJ F-&S directamente.
S

Intentamos aplicar el Ta de la divergencia.

V . F?

1 (x
, y ,z) (x

, y ,a)

25/2F(x(y , s) =
x + yz + 22

x +y+ 82

>

(x2 + j2 + s)

-

1 2
-xF

,
=

(x2 + y2 +32x
- 32(x +y + 3432

&

x + y2 + y2-3 y2 +
2
-2x

- - --

(x2 + y2 +32) (x2+j+y452
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(y
- 03-2x)+ (x2 + 02 -2y)+ (x2+y2- 25)

=> (xf, + bytz + 6 E = -

(x2 +y + 32)

=> o X(x, y ,s)(+ 1420 ,
0 ,03)

.

Entonces
,
considencias otra superficie que

rodee

al origen y sea interios a S :

S N
M Por T de Garess

,

-Sa "I5SS Y S SF .S +SJF . es =

v/
SS S Sz

= SS X .Fdxdydo = 0
,

v

con Si
.
Sa arietados posit .

Line
,
namel hacia afuer)

Por tanto,

= HπSJF . 05 = -J)F. =-JR2
j

S Sa

hep ffrds = Hup.
S
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Nota: Hemos vista
que

si M es una región compacta
y canexa con tie = Sir Sa

,
entonces

SSS0. Exydo =S + FM S2

-

Cada una con normal hacia

afuera de M).

En particular,

Aplicación 2 : Sean
.

E
,
Sa dos superficies que

forman la frontera de M , y sea #/V . F = 0 en M

Entonces
,

SJr.ds = -f)F = ds

5
,

Sz

Cada una con normal hacia afuera de M).

Ej : Si V . F= 0 en Mi

s =
El flujo de F que entra
-

J por s,
es igual el queM S,

sale
por Sa

M ↓
+S Ni
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· Ejercicio : Sea FEC' (4) ,
8xF = 0 en U

,
con

u = b(x, y , s) exp = (x
, y) + (0 ,0)) .

Sabiend
que M

Z

S
&F de = 3

S

↳

2
,② Es

C
C

Gx4 c 3
calcular

Fide , as OfFide
[2 ↳

Sol: Para es
,
basta toma cualquier

superficie can bande Co que no pase por
el eje

E
.
Así

, por TE Stokes,

fr . d = ff(xf) . ds = 0

23 So

Vamos 1) .
No conocemos F , por

lo
que no

podemos calcular la circulación en Ca directe

Necesitamos relacionarla con la de C
.

Consideremos el trago de cilindas con bordes

dados
por C i y Cas
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La
D

& Se superficie lateral

I -> Para aplicar ↑
* Stokes

,

necesitamos una superficie con

*

-

um bada : contamos el cilindro

. como

sigue
X

↳5. *

=
----

[ 652
55

,

Su

EsEse + fede = Se de -Jed,
552 C 22

y pa
TY stokes

,

St . Se

+(F
. + = ()x)0s +J)x) 05 = 0

55
, Sa

I

- ( + .+ = (F . 2 = 3)
22 Ca

-265-



· Aplicación 3 : Sea S superficie regules con

funtera consistente de curvas simples ,
cerradas

Ci
,
inl ., n

, parametrizadas positivamente
respecto de 5.

.
Entonces :

J) &x ) : ds = + - 2
>

S J
c

Nota : Si juz y
Firrotacional en un entorno de S,

& Fide = f Fide ,
con G

,

caristades
C [2 posit . respecto de S.

Caso típico :

[2

N

8 Se. de = - fFdE

E--- P Ca

-
[observad signo y dibujo .

C Comparad con p . -26s-J.

-266-



Repaso Bloque# : Ejercicios

1) jutegales dobles
y triples Fubir a

variable

Yáreas/vol .

Integrales de línea - Cálculo longitudes, trabajoI
Campos conservativos , potencial
↑7 de Geen

Integales de superficie : Calmb
>
↑ Stakes

,
Gauss

.

· Ejercicio : [FConv . 2024]

Sea s el traso de la superficie dada pu
E = 3-2x2 que gueda dentro del cilinds
x + y= 1. Sea C la curva intersección, 7

F(x, y,) = (yz , xz , xy) -

Calcular la circulación de F sobre C en sentido

positivo respecto de S ,
cuaro s se considera

con rector normal con componente z positiva,
-267



es Como integral de y Como integral de
Línea . superficie.

:

z = 3-2x - Cilindas parablis (eje Y

-

-li i :
-

N .inéc
X

↑

En

1) Curva intersección : z = 3-2x2

x + yz = 1 S
Pasamos de las ecuaciones implícitas a una

parmetización :

x(t) = cos(t)

y(t) = si (t)
2 &-> u(t) = (o(b)

,
si (t)

,
3- 2cg(6)),

z(t) = 3- 2((t))
con te[0,

25).

2

i = G F - x =f =((x) . y'()dt =

L z

- 260-



2n

=S (sitt)(x- 2 c (s)
,
ce(t) (3 - 2 ())

,
ces(t)si()) ·

· (- si(t)
,
cos(t)

, +ca(t)si(b)dt =

=F(i (6)(p- 2a4t)) + m (x)(3- 2a (6)) + +((6)s- (6)d6 =

&

= 2 (b - 25(6) + si (2)))d = 25(b - 2. 2 + t) = 55
.

2 T States : T =F -(= ff(x +) . es

C S

T j ↳

++ = = (x by (s = (x -x
,

-

y y ,
z + z) =

-

yz x7 xy
=> (0

,
- 2y , 20)

S = ((x
, y ,
s)(( : x +

y
=

(1
,

z = 3- 2x) =

=> Huu) = (no0 , b-2mi) ,

D = b(nues = u2 + n= 13 .

Normal : buX(nor) = (1 ,
0

,
-

+u)(=
↓rX(nu) = (0

,
1
,
0)
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ij ↳

=> Nx(n,u)= 1 0 Hu = (Hu, 0
, 1)

& I -

Así,

↑ = ()(0,
= 2r

,
2(3-25)) : (Hu

,
0

, 1) dndr-

D

= J2-2)dedre-an)nordo-
D

= 6 . 25 frdr - + -n) rod = 0n - 5 = 5y -

2

· Ejercicio : [2 Cuatrimestral 202)

Calcular f(x - j)dx + (x + 3) dy s donde

2

Des lamión de i

Segueto de (1
.
1) a (2, 2),

Aras de circunfancia centrada en 10
, 03 que va del

(2,2) al (2, 2)
,

Segmento del (2, 2) al (1 ,
1),

↑ Ara de circaf ,
Centrada en ca,os del [1, 1) al Cast) .
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Sol : Representamos la curva plana Ci
y

& C
&

f

&

D

&

I * &

9

↑a

X

-

Podemos parametivar cada traso y calcular la

integral de línea .

Sinembarg ,
si denotamos F(x

, y) = (x - y ,
x + j),

notamos
que

#(x3) = 3x

& =3
(x,y) = - by

por
lo
que
resulta más cómodo aplicar el To de

Leen :

· F . de =J)(x
C

D

con Dat la región encerrada por C

En plares , D = b(r, ent :E, E
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deC
E

· Ejercicio : [2 Cuatrimestral 202)

Considerar la región actada por + j = E, z = 0
,

z = H.

Calcular el flujo a través de la frontera , hacia

afuera , de F(x, y ,
b) = (xz , yz , 1 + 252) .

1) Por definición de flujo como integral de superficie.
2) Usad Te de la diregencia .

Si

1) Tenemo zu = x + y -> Cono (eje 8),
S zqNa2

= H S
,

s superficia lateral
del cono

N
I S

1 I

S X
Sa = " tapa" horizontel .

Y

S
1

= 3(x
- y ,
b)G = x + y = 22

,
0 + 034)

S2= b(x,y ,
b) e : x+ y = +

,
z = H)

-

S = S
,
rS2.

-272-



Paranetración :

· De Si :

X Inrb = Cor,r) ,
D

.
= b(mu)ei = n + vi = +2)

JuX
,
(w) = (1

,
0

, re) SJu X
,
(nxu) = 10 ,

1
,N

Nota : Herros tomado parameticación con Nx
.

hacia

adentro-

· De S2 : Xz (nu) = (n
,

r
,
H)

, D2= (n
,
vCM : n +r - (2)

· = JF.S =/F (X(u) - Nx
,
(u)did

-(X .u) ·Nudn

1

=> SJ(uH-
+H

,
1 + 2+) · (o ,

e
, 1) dudr +

D2

J(n,
w

,
1 +2+)· 11)dadr-

D

= (1 +2()))de
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-Su - v
=

+ 1 +2( +u) dndr =

= ( + 2Hz)π +2 +S)(- 1 - 2 - v
=)dudr =

D

H

= + + +2ñH + 25)( 1 - rz)rdr =

&

= -- H

= = ff)8. 7 (xbd

Y

8 F(x- y,) = z + z + +y = 6z
,

V= ((x
- y,

a) (j . x + y =z = H) .

Asís

* Sandjo

=anfr(43d = s( - + ) =

=

=
-274/



· Ejercicio : [Hoja 14,
15 as]

Calcular /JJxdxdy do,
A

A = y(x , y ,
b) (i = x + j + ( - 1 =1

,
H 2233(x2 + j))

Z
Soli 2

-& &

-
-=- =& *

= -------- z

-- y

-

Cilíndices : x + y + (- 1 1- m + ( - 13 -1 &
Hz ba - 22

Intersección : r + (z -D =

1) =
z
-

7

=>m + (z - 1 = 1

= = (1 - ( -4) = 3 - (2 + 1 -26)4
-> E = E - z = 0

↳
*

z =
2

-> *= =I

D

Por tanto
,
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zn Se E

·Jo =()))(cog)ndr)() deSo
1- (- 1

jijc(r) or) da) do ...

8

6/7 y

· Ejercicio : [Hoja 14
,
12 as ]

Expresor el volumen de M usands condrados esféricos,

M =G(x-j,)(p = x + j + z, + y +2- 2 2)

Se
x2 + y - 32

&
x + y

2 - 3

2 S
- Cono

x + j = 2- 0 + z = 2 x2-

y
- parablende

2- 342 z3 *

&

Esféricas :

r5229 ↑cas - ComoAi rass + 2-ensezely-perableide/

rCDO
,

O

m

sig Kool => Se[,]
=>
rsi +ras-20S ↑
200 => Se[,]
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Así
,
Refo

,25]
rSit + rco9-250

.

se]7
& ↓

p
0 = = r(0)

,
con

S
~ (S) solución de r259 + rco-2= 0

- cas + &sing
r(s) =

258

,gel sisd) os) de
sa

· Ejercicio : [Hoja 16, 30]

H = x + y + z = H

con z 0.

P = z = H- x2- ya

Sea FeCPC)
. Explicar por que

S((0x +) - ds + f)(x +) . ds = 0
&

H ↑

con Horientada de modo
que n (0

,
0

,2) = co,
0

, 1)

yP Y - -n(0 ,
0

, H) = (0 ,
0

,
1)

.

Si
-277



observamos
que
el bonde

E de H y
P es la curve 2

dada
par
x +

y
= = H

Así
, por

Te stokes
, S J⑪

*=P -H
-

SJ(x +) =ds + f)(x =) .d =

H

= gr . de + gr. ( = GF .

-SeS

↓ H Ja -H

donde &H
.
&P corresponden a la curra C con

las orientaciones positivas respecto de las elegidos
para

#
y
P

, que
son contrarias

· Ejercicio : [Hoja 16 ,
17]

Sea el sólido

M = ((x
- y,
s)(xi : * +y + z2 =H

,
x+y 382 , 05255, x

,j30)

a Escribe el volume de M como integrales iteradas
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en las formes

a .) v(r) =SexyS
52(,

20 + SexdySi da
,

Al z
, (xs) An

e
·VM En esS

Xo(z)yg(x, s)

b) Calcula VCM).

2) Comprueba b) usando ↑* Gauss con h(xy,s)= (x,y, 5) .

d) Calcula el flujo de f(x,y,
r) = (xj, - 2(x +y)z)

a través de

S = b(x-ys)( = x + j + 22= H
,

1 +z
,

x
, y30)

orietada al exterior de M
,
usado el T de Stakes

,

buscando previamente un campo g
= (A

,
0
, c) cry

rotacional sea f.
Z

· Soli Simetrí axial leje 7) .

Represtación gráfica :

gatx + y + zu = H - esfe
x +
y
- 3z - no

r
-279-



a) z
+ (x- j)

am) v(r) =JexyS320 + Side S

Al z
, (xs) (x

,y)

· Corte z = E

x + y + s2 = H
S-> #

-> x + y = 1 = m = 1

· Cate x + y + 22 = H

Sx + y = 33
+ (x +y)y = H = x+ j = 3 =

=> r = 5
.

Así

A = b(x , 3) em = x2 + j = 1
,

x
, yx0)

Az = b(x)ei = 11 x + y = b
,

x
,yza)

y z , (x, y) =

x + j
, 22(x-y) = 5 ,

3

zu(xxy) = z , (x ( z) , 24 (x,y)=-y
82

·UN  n s
Xo(z)yg(x, s)

2

= -280-



· calculado el carte
,
z = 1.

Así,

2 = 0
, z2 = 1

,
x

,
(a) = 0

,
x2(z) = 5z

,

y (x, b)
= 0

, ya(x,
s) = x

y

23 = 02 = 1
,

2 +
= 5

, xy() = 0
,

x+ ()=3 ,

ya(x, z) = 0
, yy(x, x)=x 3.

b) Calculando VIM) con al en cilíndices,

/2 E #/2 E Fr

v( = ))
.
Jed rdadrds-

15/5
E

=> r(- u + -(- )a -

↑

=...= -

· fff v . n dads = fffadxydo = 3 V(M),
M

M

7
usad Tod Gauss

,

ISS0 . L dagdo = JJh . ds
, con

Si
can normal

M
SM exterio-
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N

Veros
que

SM es la

mión de cinco superficies,
+m = S

, uSzr ... S, #
sizd S

,
el plus z = 5

,

Sa el como
, Su la esfera , y Sess

los planas coordenado

Por to
,

$2 . 05 = 5) + + D "B",-M

siend el flujo a través de S2
,
St ,

Ss nuls pues

L es radial.

Sh)
Shids en Her sing
Sa

=> &. (10 =
- cos) =

& 2n(5 - 1)

· I ---

e"is
coS=

(9
, = 7 ,9= )
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=> v (M) = (n +2 -2)= n -Ey
9) f(x,y,

a) = (xy,
- 2(x +y)z)

S = b(x-ys)( = x + j + 22= H
,

1 +z
,

x
, y30)

Si f = xg , por
T

=

Stokes,

S gas = (((x) - ds= g.de , con Is cinted

S &S positivate
Z respecto de S.

ase
-

Us

3
VH

X

¿
g = (g ,,

0
, gz)/f = xxg ?

i j ↳

*
g

= (( = (yga , Log , dxyn, tyg)
g ,

0 ga

Jygz = x

& ->
Par ejemplos gr = yx2,

(z g .
- 6xgz = ya

g1
= y z + 2xy7

byg ,
= 2(x + y)z

- 223-



Asís

S9 - 0s = fg . d +... + &g .
de

,
donde

Wi Ut

- .
(t) = 2 (cos

,
0

, si(t) , te[, ] ,

r2(t) = (ce)
,
si ()

,5) , te[0,]
,

ro (t) = 2(0
,
cos(b)

,
si (6))

, te[, ] ,

(i(t) = (5m()
,

5 sic) ,
1) s te[0,]

por
trato
,

150s=gegge-ggde-geW5 Un

/z

=>((g . (21), 0
, gz(pa() : fi (b)d +

-(1Sil)
,

0
,0)vid +

-
*

(g . ((), 0
, ge(+ ())) · un (6)d) =

-224-



↑ (2

= S(silb + 25 sitca
,

0
,

s: (b) cer(t)) -

· (- si(t) , cas(t) , o) dt +

* (si () + Gas= (6)
,

0
,
35silb (t) -

· 5 (- si (t)
, co(t) , 0)dt =

-2
+ 3 s(6) + 65co(6) si (6)]et =

2

=> 25) .Sil)( - bik)dt + +5fco()si (6)0t =
& j

= 25 1] +25[s(]
=> 25 +E
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