
Clases 11
,
12 : Ejercicios

29)
x7
(x

- j) + (0, 0) ,

f(x-y) =
x + ya? O
,

(x
- y) = Ca,0) .

Derivada de f en 10,03 en dirección de = (5
,
1)

Sol :

#como f no es continua en (a
, 0) (basta estudian

hin f(x)=int ) ,
Xy a -

y
= mx

sabemos
quef no es diferenciable. A

calculamos la derivada usando la definición :

ü
= (5

,
1) + =

n

= (-E)

Daflo ,0 = him f(hrohra)
- f(0 ,a)

-

h+ h

=>lim
I hr , hu lint en estoh
Gr .5 + Chr2]

=>R
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H
- x-j

a) z = e

Recta normal
, plano targete en 10, 0).

Si

Definima F : - s

((y ,s) + F(x
, y ,
z) = z - é(x

+y) &
de forma que la superficie z = ex +y es la

su perficie de nivel F(x , y , z) = 0 .

-F(x
-y ,z) = (2xe

*5
, 2ye
* 5
,
1)

En (0
,
% : z = e = 1 + VF(0

,
0
, 1) = (0 ,0, 1) .

Resta normal :

() = (i) + + (i)
.

z(t)

Plano tangente : ((x, y,s)- (0 ,0 ,1) · (0 ,0 , 1 =0

E) z = 1
.

sf(x , y) = x y + 2y x , a = ( ,3)

a) vf(x , y) = (2xy + 2y2 , x + +xy) -
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-> 0f(1 ,3) = (6 + 12
,
1 + 12) = (2H , 13) .

-

dirección máx
. aec en (1

, b) .

6) 110f(1 ,31=+ 13.

# Vf(1,3)En efecto , i =
1189(13)1)

Of (1,3)
Dif(1 ,3) = m . 8f( ,b) = · 0f(1,3) =

1109(1,3311

1109 (13) I
- -

11594,3311
= 110g( ,3) 11 .

H
-

a) Sea ü = (n1
,na)/Däf(1 , 3) = 0.

Es decir,

Dif(1 ,b) = (u ,, 42) . 8f(1 ,b) =0

= 2Hu
,
+ Buz =0 uz=

Cualquier dirección de la forma (13 , - 24)
da derivada nula

.

d) Defino F(x y,b) = z- J(x, y) ,
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VF (1 , 3, 21) = (- 24 , - 13 , 1) =

=> Plao tangente : (x -1 , y- 3 , a - 21) . ( 24, - 13 , 1) =0

Es decir
,

-24 x - 13y + z + 42 = 0 .

6

j) f(x , y) = 086 ,0= 0 .

· Continuidad : No es continua en co
,
0) pues

him f(xy) = him
m2 x2

-

m2

X- 8 X - 2 (1 +m2) I +me

y=m y
=m

· Parciales :

Co,
g(4/0 -9,%

= 0 .

( 09ca =() .

h

60 ,0 =
2
fox)-fex)

= 0

h- L

· Diferciabilidad

No es continua 2 (0.)= No es diferenciable en 20 ,0
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*) f(x, 2) =
y
-820 ,8) = 0.

· Continuidad :

him f(x-y) = lim
xy

= 0

(X
,y)- Ca ,o) (xy)+ c,0 x2 +y

-

4

pues 8
|xy|

E** + j2
· Parciales:

* 10 ,0= -24 = e=-h I

=> Vf(0 ,0) = (0,0) .

· Diferenciabilidad :

him ((x-3) -f(0) -09/,8) . ((x ,x) - co,a)
-

(x
,3) + (0 ,0)

11 (x, z) - (a,0) /l

xy

-(xx) -> (0) g

Veros
que

el límite no existe
, pres

*C +mix=
y = mx
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Portado
,
no es diferenciable en 10 ,0).

m)f(x -y) = x

y
. si(xy +y)

· Continuidad : Continue en co
,
as pues

2 J(xy) =2 xysi() = 0.

(x
, y) + (0,0) (x

-z)-> 20 ,) T

pues
0 < (xy .si)/ : (x y1 + 0 .

· Parciales :

* ,
0 = bim

So-90)
= o

( + 09 ,0 = 20 ,0 .

↳- h

o 20 ,0 = De Son-2000) = 0

h-= h

· Diferenciabilidad :

bin ((x-3) - ((0) - 084,% - (xx)
=
2 +y

.sis)
I

(x-y)+ G,0) a (xd+ 20E

= 0
, pues

·#
Por to

, f es dif . In Ca
,0).
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a f(xy)= 100 ,% = co ,0) .

· Continuidad : Continua en co,os pues

l *
- 5

(x
- j)+ c,0x2 +j

↑
1x3)

84 = (x) +0
.

x + ja

· Parciales :

↳3

=
f(h ,0) - 0

= L
↳2

= 1,
h h3 h

10 ,0 =2Soy = a

h

=> Vf(0 ,0) = (1 , 0) .

· Diferenciabilidad :

2 f(x,3) - f((0) - Vf(0,0) - (x-3)
-

(x-j)+ (a, 5) x + ya
*

=
2

= 2
* - *- xy

()- 20,(xx - 1
,0 (x2 + y2)35

Veros
que
el límite no existe :
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xyae

(2 +y-35
=en-X - 0 x+7

y = mx

Portante
, f no es dif . en 20 ,0)

9

a) f(x - y) = cos(xy) , x = e , y =
e

g(t) = f(x(t) , y(t)) = co(e2 .e) = co(et)
.

1 g'(t) = -si(e) . est . S

2) g'(t) = 0f(x(6) , y(6)) . (x)(t) , y(t)) ,

Vf(x, y) = (- y . si(xy) , - + co(x,y)) I -
x(t) =2 , y(t) = 3et

=> g(t) = (si(et))2e + (siet))se =

== sesile

b) f(x, y ,0) = x + xyz , x = 2co(t) , y = 2sa()) ,
z =t
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g(t) = f(2c(b) , 2s = (b) , +2) =

=> Hco(6) + H c(t)si(t) +1 = H ct + 2si(26)t" -

1) g'(t) = - &cos(b)s= () + +((2t)t + +si (26)t -

4 g'(b) = 0g(2colt), 2s= (6), 62) · (2si (t) , 2 ((6)
,
2)

-f(x, y , z) = (2x + yo , x0 , xy)

g(t) = (+c(b) + 2E-si())( 2s= (6) +

- 2 +" cos (6) · 20 (6) + Hal) siC) 26

= - & ca(b)si(b) -Ht si (6) + H +co(6) + 26 m(6)si2) =

= - & co(t) si(t) + Ht cx(26) + Ht si (26) -

26 f(xy) =
* y + j

,
(x
, b) + (0 ,0) .

x
+
+ yz

as him Sky)=(x
,y)+ (0,0)

Notemas
que

8
(xy

E
i(x+ + yz)(x)

+ (x) + 0
,

x4 + yz x
+
+j
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· pe (yly(y+ 0,
2

x+ + y y

por
tanto,

ei f(x - x) = 2 (
(x-z)-> G ,0) (xy)- 2,0+ +0

Definimos pues f(a ,a) = 0.

b) Parciales,

( ,z) + (0 , 0) = ((xy) =
(32)(xx +y)- (xy +y)k

,

(x+ + yzz

(x ,y) =
(x +bj)(x+ + j) - (xy +j)z

,

(x+ +yz)

En 10
,0:
(
,0=

f(4-
- &

h

13

4410 .0=
o h

=

1 -

↳+ 434a +h
&

2)
↳ Immif(0 ,)=e funch

ht u + 242
-

h L-0 h

3

=
Ri huiu2 + 42

-12 .

2he ha + ma
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· En (1
, 13 f(x , y) es diferenciable al ser cociete

de polinomios. Par tanto,

&Cursuasf(11) = (nisuab - X8C0 con nitu = 1 .

8f(1 ,1) = (52 , 24) =( , 1)

Dimionaf(1 , 1) = un - En ..

· Veros
que
la igualdad Di f(c ,b) = n . +f(a ,b)

so cumple para tods punts (a .b)E :

-> En 12/10 ,0) y es cierto por ser f difeneciable
Cociente de pelinomios) .

- En 10
,
0)
,
hemos calculado

D(unubf(0 ,0) = ma = (mism2) . (0 , 1) y

d) Difereciabilidad de f : sol hay que estudiar
el Co

,
a) :

him ((3)-f( ,% - g(,0) : ((x.b)- co,0)
-

(x
,3) =>(,a) Il(xs) - Ca,/l

-So



3

xy + 3
- (0

, 1) . (x-y)
J 2

x+ + ya
=l

*y +5 -y-
=

(xj)- (,b) * +yz (x+ 0,a(x
+ +j)

=
2 -(1 = x)

= 2
* 7

Y

(xd+ c,0)(x+ + j(xx +y (xy)+(, (x+ +y) x +y

Probamos con
y
=mx :

S

bin xy
=
2 m X

*

(1 +m * 1 +
miximX -> 0

2 (x + + j)x + y
*+

y =mx

Por tea
,
el límite doble no existe

. Luego f no
es diferenciable en Ca ,a)

Ejercicio : Dispositivas .
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Clase 13 : Matris Jacobiana
: Derivadas sucesivos .

· Diferenciabilidad de campos rectoriales

1) Caso n = 1 : I : iR ->Te 3-

t + f(t)

Se dice
quej es derivable en to si coda función

componente lo es
,
es decir,

=> him falt)-falto) para k
= 1, ..., m .

+- to t- to

Nota : El reda j(t) representa una curva y su
derinade " () el vector tangente.

Ej Vecto posición (t)
y
velocidad (t) = * (t) .

n

*(t) H)
[
E

M

-

(t)
- (6)

I >

Caso general : : As -> Ru

· Def : Se dice que j :
"

-D es diferenciable en
* si cada función componente frits-s bes .
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Esto es
,

cada componente se aproxima bien por
la aplicación lineal dada por su diferencial en
el parto :

fr()= fu(0) + Vf() - (E - fo) + Ry (D) ,

dande Rf(*,o) = ~ (ll*-* 11)
,
es deir

,

li Re(, = him
St()-Ja(o) -Pf(*) · (*-*)

= a
.

* 1- 1 = Il- Foll

- Notemos
que para cualquier i, Es, podem

escribir = T :

(a
....-
mn) + (r , s s

ve) = ( , ... n))).
un

Entonces
, pademas reescribir la condición de

diferenciabilidad para jaj de forma más
compacta :

& es diferenciable en o
si se pueda aproximar

bien"
por una aplicación lineal DG) :-As

.

Veamos cual es su expresión :
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Ri(, r]

mI I i

i I 1 : 1↓

Vfm(x)(x - *0 Rm (, oh

-

5f , (x)T

i

= 1f()T(x- )I ! I
VfmCT
- -

Mateig mx n Veata nx1

· Def : Dada 8 : H- As diferenciable en o
,
se llama

matric Jacobiana de Je o a su diferencial,
es decir, a la matriz

-. f , (0) tafiob .. o do S n (a)

I 6 . f2(*) Jafa(o) --- Jnf2(**) ID(0)= 5(0) = i i -.. :

⑮ difm(xx) JafmCo ---- Anfm(s

(55()] ,j
= 48 (0)
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Como acabamos de ver
,
la matrio Jacobiana

tiene
por filas losvectores gradiente de las

funciones componente.

Nota : Podemos entonces decir que- es

diferenciable en
o si

j() = j(0) + 5f(x-)(*= *) + (,0) ,

con 11 (*,0) (l = = (1(*-* =11)

Nota : Si n =m , al determinante de la matres

Jacobiana se la llama Jacobiano.

· Propiedades : Si j , g :R As diferenciables i r,

entonces
,

1) j + & también
y J(j +g)(x) =5() + 5g(20),

El campo escalar j: Pes también
y

D(j)(0)() = (Dg(x))()) - g(x) + j(x) . (Dg(x)()),
es decir,

-(j . j) = (5jjg + (5g) j .

#Es fácil usand índices : [5]ij=
-20-



[+(g(] :
=

x :
(8j9j) = 6xibj9j + fjxigj

↑ #
Notación de Einstein,

fijj

-(Sin = b)

J(jxg)() = (j()) x g(x) + j(0) x (5(r)*)

· Derivadas parciales de orden superior :

Se definen de forma sucesiva :

↓ = ())=
h
L

Analogte=
y las derivadas cruzadas

=
· Jef . Se dice

que f
:R -S es de clase ch(en

un conjunto abierto D) si sus derivadas parciales
existen

y son
continuas (enD)
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· Tenema : [de Schwarz]

Sea f : ti =t s . Si 7 dxyf y Jyxf en un entorno

de o

y
son continuas en Es

,
entonces

bxyf(k .) = Jyxf()

E f(x,y) = Sin(xj) + (xyf(xy) = (x(xx(xy)) = -xysi (xy) ,
↳
byxf(x-3) =by(ycg(xy)) = - xysin(xy) -

Nota : En general no es ciento.

Ejempl :

I
x- ya (x

, y) + (0,0)
2

Cr 10) f(x-y) =
+

y
x +y

* (x
-y)=(,0)

Colclamos ·fo, fo

(0 ,0)=2 fh-f0 ,0 =him
f,-

h no h

Para (x , y) +(0, b),

x- yz 2x(x2 yz) - (x2 y)2x
(xy) = y= + xy &

x +y (x + yz)z

- 22-



(xy) =x + x

-2y(x +j) - (x y2 )2y
,

(x
=

+ j)

·j= (0 =

=
line byf(h
, -byf(o,a)

L.
h- 0 h =o = 1 ,

- 12
h -(xf(5- h) - 6xf(0 ,0) 242↳100= h

E

h-> 2 n
= 16

=> Comprobad que byxf no es continua en Co ,o) -

· Def : [Matris Hessiona]

Dada 8 : M" -J
,
se llame mateis Hessiana de 8 a

5xx
, f()2x2x ,f(x) ... dxnx

,
f()

Hf(z) = &
- II i

-

&

! I!

↓
nx . f(E) bnxf() . - . dnxnf(n)

Por T Schmento
,
si las entradas su continuas

,
la

matio Hessiane es simetrice.

A su determinante se le llame Hessiano.
-&3.



Ej .. & b)
,d) ¿ 59 ?

b) f(x, y , s) = (x + y + s, y - x)

8 : TR ->
, f . (x , y ,b) = x + y + z ,

f2(x -y ,0) = y,
fy(x, y , z) = x .

Axfi byfi JoSi A

Jf(x- y ,z) = I bxfa Jose 20.7↓xf Syf Jafa z

L

6) f(r , 5, 2) = Licos cool, rsib cal , rsie)

trfi Jofi Jefi casScol - rsid col -roS sile

Iglu,esIngelosedese)(socde reascae trasce1
trfs Sofe Jefz sie = ruse I
I

1 586 , 6,231 = rcaca) + rsScolsive +

+ r50 colsiy + recal =

=> reccoy + r'silcot = r"col .
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Clase 14 : Regla de la cadera

Sabemos
ya que

si f :R -M , g : 1 + He sor

diferenciables , entonces

- (f(j(+))) = 5f(g(6)) · g(t)= ((g
· De forma similar , si tenemos por ejemplo

8 : R-> Te

(xy) + z =g(x-y))
y
el cambio de variables x = x (n , wb , y

= y (u, r) ,
entonces podemos calcular las parciales de la

nueve función g (u. u)
= f(x (nu), y(u -r),

G(nor)= j(f(x(mor)- y(u))) =

=> ( (nor) <yluguil (ur)+ (x() ,y(u))) ,

() y(mu)(ur)+ (xuv ,y()(0)

-&S



Ejemplo : Cambio a polares

X(r
,
b) = reog : 45- De

y(r ,0) = r . si6 3 # (r
,s) + (x-y)= g(r ,S) = (r(0, ras) S

Dada J :-As

(
,x) + f(x-y)] ,"

Nota: A veces se abusa de notación
y se

escribe

I para denotar las parciales de f tras
cambian variables

,

esto es
, t (f(x(r,8), y (v,s)

Realmente tenemos una nueva función definida
por composición : J(r,a) = f(x (r,s) , y (v,S) .

Así,

Guar
↳ )= Cas,u
JS

Esto es :

*
*

-26-
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Nota : Observamos en el ejempl que

Ir( ,s) Jrx(r,g)) gX(r ,9)

I155 (r,s)I=(xf(r,g) byf(9]] IJry(r,s) Joy(r , g)
1
--

-f (r ,s) Ja (r,s)
= Jf( ,9)

· Terrema : Regla de la cadera.

Sean j = (fi , .... fu) - : t,

g = (g, ..., gn) , g : pp+ iPh

con diferenciable en
o y 9 dif . en jo = (0)

Entoncess
= jog : 19 -e es dif en to, y

J() = 5f(j)5g(

-En el ejemplo anterior , g = n = 2 , m = 1.
,

[para g : Rets
, Jf = gt]
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Nota : Sea por ejemplo g= 3, n = 2, m = 2,

:R- ip
= ng())
:-i

( = joy + (j)

¿ Ex(f . (g())?
Es decir

, e(fi (g . (xixnx) , ga(xic x2x)]) ?
Tenemo

gwe

(x (S , (g(xx)=((
2 2

--
Il

I↓ ci](
[J(e] = "fila 1 de J . "columna 2 deJ
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