
Clases 15
,
16 : Terrena de la Función Implícita

· Ejercicio : 36 Escribir en polares la ecuación

x + y 5 = 0 .

Se
&

->

8

l]
=>[

J-> EsSeg
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Por tanto
,
la ecuación queda

~s(-) + res(as + as')= 0

= 0

Nota: Solución de la ecuación -Jrf(r ,s)= 0 -

=> f(r .S) = g(8) .

¿ Interpretación en (xy) ?

· La función implícita
En I

,
una ecuación del tipo F(x , y) = & nos

describe conjuntos típicamente en forma de curvas .

Por ejemplos
F(x , y) = * + y - = 0

,

representa una circunferencia F(x
,y) = 0

.

En este caso concreto, tipodemos también escribir j
la curra como un geog,
despejado y dado x :

F(x,y) =0my = H - x-y= F
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-En un entorno de x =* 2
, y

= y(x) , necesitamos
dos ramas .

· En genel , dada F(x, y) = 0 :

1) No siempre es posible encontrar y = y (x))
F(x

, y(x)) = 0
,

Es difícil encontrar la expresión explícita de

y = y(x) (cuardo existe) .

Objetivo : Determinar condiciones que garantice
cuando F(x

,y) = 0 =

y = y(x),

y cómo
obteer información o aproximaciones de y (x).

Ej.. sin (xy) + j2 = 2
.
¿ Resta tangente en Co

,
-El ?

Comprobamos que = 0
, y =-E resuelve la ecuación,

es decir, es un parto de la curva .

¿ Targete?
Si
y

= y(x) =

y
- ( () = y'()(x- o) + dyc))

Veamos : si y = y(x),
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d

sin (xy(x) + (y(x) =
0E

= as(xy(x))(y(x) + + y(x)) + 2y(x)y((x) = 0
.

En x = 0
, y(0) = -Ei

cos(0) . (- E + 0) 21 y(() = y(() = - E .

Por tato, reda tangente en Co
,-E) es

y + r = - z
7

Ejercicio : Sea ↑ la curva T

&4 = b(x,y)(ii - x - y + 2y = 03 h(x)

* ->
X

¿ Cómo encentrar h(x) que
-describa ↑ cerca del origen ? -

T

Se Cerca del origen
teremos

que si
y

= h(x),

y = h(x) -h2
No sabemos despejar hCA), pero

sí sabemos calcular h'() :
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- 2x - 3h(x)h(x) + 2h((x) = =

2x
=> h(x) =

2-b((x))

Como h(a) = 0 = h() =0
.

Podemos repetir el proceso para calcular
h"G) i

2(2-3h(3) + 2x - 6h(x)h'(x)
h"(x) = => h" (0) = 1

.

(2- 3((*)2

Podríamos
Seguir y

calcular h"(), ...

Es decir
, podemos abtren el polizomio de

Tayba de h(x) en x so de grado in !

En particular , hemos calculado ya que
h(x) = E + -(x) .

y-

Resumen : Derivación implícita en una variable

F(x
, y) =

0
=(x, y(t)) = 0

↑

S

y
= y(x) -

X
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-> ( , y() + (xy()y(x)=

dxf(x-y(x))
=> y'(x) = =

-

byF (x-y(x))
↑

Si by F(xy(x)) +0
.

. Terrema : [de la Función Implícita]
Sean F :Uc-

,
U abierto

,
(xo

,yo] em/

1) Fec'Ch)
,

2) F(xo
, yo) = 0

,

J
3) Jy(x0yo) +0

,

entonces F(x,y) = & define implicitante a

y como función de x en un entorno de (xoyo) ,
ine

,

y
= h(x) para xeBg(X) ,

Además
,
h es derivable con derivada

↓ x F(x , h(x))
h'(x) = -

byF(x, h(x))
:

Analsgamete,
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· Terrema :

Sea F :<" -t He
,
Il abierto

,
(o

, yo] en/
Fec(u)

,

4 F(x , yo) = 0
,

( . yo) + 0
.

Entonces
, F(y) = 0 =

y = h() en un entorna de to .

Ade es,

(xj +( ,h(*))

- byF (h( *))
-j = 4 - - n

· Ejercicio 1H : log (xy) - x . cos(y) = 0
.

¿ Define y= y(x) con y(D = 1Tdy"()?

Sc :

F :T -> S

E (x-y) ++ F(x
,y) = log(x-y) - x-c(E ])

1) FEC' en su dominio
,
D(F) = >(xy)+5 :

xys 04 .

4f(1 ,1) = 0

G =( + x s(x= )) = 1 + + o
.

(x
,y)= (11)
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Por el TFJ
, Jy = y(x) en un entorno de Co1)

, y

y(1) = 1
,

y () =-
Calculamos (x + (1) = (Y - c(3))) = 1

,

(113
1

por
tato y'(=

1+

-"Otra forma : bg (xy(x)) = x - c(y(x)) = 0 -

# xj(x)(y(x) + xy(x) - co(zy()) + xy(()si (y() = 0

-> (1 + y(x) + =y(x) = 0 = y() ,,
·¿ y"(1)?

Podemos volver a derivan en # ,
evaluar en x = 1,

y despejar .

Lo hacemos en greral :

F(x
, y(x)) = 0 - j(F(x, y(x))) = 0 -

-> bxf(x- y(x)) + by F(x ,y(x))y(x) = 0 =
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=> dF(x, y(x)) + byx F(x, y(x))y'(x) +

+(xyF(x-y(x))y'(x) + by +(x, y(t)(y'()] +

*Sy F(x ,y(x))y"(x)= 0
.

Calculamos :

- F(x-y) = = , dyx F(x-y) = si(y) = (xyF(x-y) ,

bj F(x,x) = y +Exc(3) ,

=> ( - T (1, D = 1
, (xyF(-B = E , by f(1) = - 1

.

Asís

- 1 + πy(1) - (()) + (1 +z)y"() = 0 =

1 - Ay(i) + y'C
=> y" (1) =

(1 + E)
-y=

· Ejercicio 17 d) :

(x + y + z)z2 + x + y = 5
,
z(2

, 1) = 1
.

¿ z = z(x
,y)? [6x (2

,
D
, byztz, 1) ? ¿ Plano tagete ?

S : F(x
, y ,z) = (x + y + b) + x + y - 5

-

F (2,
1
, 1) = 0

,
Fed(i)

,
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· z = z(x
, y) - F(x , y , z(x , y)) =0

=> tx F (x , y ,
z(x

, y)) + bzF(x, y , z(x, y))(x (x,y) = 0 =

↓x F(x,y ,
z(x-y))

=> (xz(x
, y)=

GzF(x, y ,
z(x

-
E)

Analgamente, by F(x-y ,
a(x-j))

byz(x- y)=
↓zF(x,y, (x ,j)

-

Calculare :

(xf(x, y ,z)= z + 2x
,

by F(x , y , z)= z2 + 2y ,

daf(x, y , z) = 2xz + 2yz + 37

Comode F(2 ,
1
.
1) = 1 +0 , por el TFJ

existe

z = z(x, y) y

dxz(2
,D = -

1 - H
= 3

/
I

(yz(2 , D = -

1

+
2

= - 3
.

· ¿ Plano targete a z = z(x
,y) en (2 , 1

,
13?

El plano targete es su aproximación lineal :

z = z( 2
, 1) + Vz (2, D . (x + 2

, y
- D = 0 -

-> z - 1 = 3(x + 2) - 3(y- 1)
.
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Clase 17 : Ejercicios .
Función inversa

.Taylor

· Ejercicio : 19 a)

1) xx + yo
- u0 = 1 S -

n = u(x
, y) - dxu

, bju
S d ?

2) yu
- xo + nu = 0

v = u(x
, y) Jxr

, Jyr

Punto n(1 , - 1) = 5 ,
w(

,
-1)=

Soli En x = 1

>
x 1

n + x4x + yux
- 4x -

aux = 0 y=- 1

3
3

(x2)y(x
- v - xxx + uxu + urx = 0

u(l
,
- 1) + (1

,
-1) - (l= - u (1

,
- 1) w(l, -1 - u(l

,( ,
- 1 = 0

,

->

-

u (1
,
D -v(

,

- D - ry()= 1) +4(=Dv(,- 1) + u(, -1 (1 = 1) = a

-[r] I- 1 + v(l
,

- 1) v(l
,
-1

3/2 ux (= -1)

- Gos ex
-
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· En general , dado el sistema

Fi(x ,, ..., Xn , y 1. ..., ym)=
7 &"

Fu (x1, --

,
Xn

, yis ve ym)=
Y

S

I el TFI nos dica cuando podemos obtener las

"
variables

yy
como funciones de las Xi.

Y n + m

= F(
, j) = 8 ↳ n #i D D

.

· Terema : Sea : Lectit -R
,
Rabierto,

(c , jj)EU .

Si

1) # (h)
,

#(0
, jo) = 0

,

det (JF(ojo) to ,

entonces #(x , j) = = define a = j() 2 un entorno

de (0
, jo) ·

Además
, jeC' , y

sus parciales vienen dades

por
la solución del sistema lineal

Tgf(x ,j(z))(xjj(x) = - (xf(
,()) .

↓

- 100-



Nota : J dente la matrio Jacobiane de

respecto a las variables
jj

:

by ,
f

,
(x, j) - - - bynF,

(
,y)

jj (x ,j) = :I &

-

I

& IL &

↓

by , Fm( , j) -
- - bymFz(x ,j)

· Ejemplo : F (x, y ,
n

,
u)=

S ddxn
,
bxr

, byn , Syn ?Fa(x
, y , u ,
u) = 0

6xdxf
,

+ 22F, bxu + Juf
,
bxr = 0

↓ x F2 + Ju F2(xn + Ju F2dxu = 0
↓17

I
SuFi

IElFI# In
-

J(u
,

#

Análogamente para Lynobyo.
#
Ejercicios : 17 a) 19b)

47
#
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Función inversa

Dada J :

MsTM Y definíamos la funció inversas

como f :Mis

y
+ j(z) = xf(x) =

y -

Par ejemplo ,
si f(x) = e ,

su inversa era j(-log(),
pues ex =y x = log(y) .

= Para definir la inversa, necesitamos que la

función sea injective :

- --"
X xxx

X

g'(j) ??

En general , solo podemos definir la inversa

Localmente, es decir
,

en un entorno de un panto
dad

.
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-Para 8 :Act necesitamos también
que

>

& sea injectiva .

En general ,
solo existirá la

inversa en un entorno de un parto dado
Pese a

que
calcular tal función es en greal

difícil , podemos obterce una aproximación .

Ej..: - S
n

S con MECYnxn
* - M

En este casa
,

si M es invertible
,

=M =Mi ,
Grego + (y)= m'g .

· Terrena : [De la función inversa]

Sea : Acti
, jec(A) , EA .

Si /J(*) /* 0
,
entonces

7j en un entorno de j(o) ,
es de clase C

, y

5 +(5) = ((T con j = j(x) .

#
Nota : Se puede ver como un caso particular del
T de la función implícita .

En efecto, dada (E),
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querenc ver si la ecuación j(E) = i define
a como función de j,

es decir
,

si existe / * = g(j).

¿ +(j , x) = j() -y = 0 = = g(y) ?

↳ F(j,) =0ajo = f(x) -

2) Necesitábamos (JF(, job) 0
-

&

= 15())
K #

· Ejercicio: Probam
que jajis definida por

j(x,x = J = (2) =(3 + 3(
-32
+(

tiene inversa local en el punto (x -, yo) = (1
,
0)

Calcular su aproximación lineal .

Se : jecCip),
6xu

Jj(x , z) = ((u)=-
=> (55(x,y)) = 9 - 1x y = 159(1 ,

%)) = 9 +0
.
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Por tanto
, por el TFI ,

existe

E (20) =() , y setie

55'( 3
,
1) = [5(,5' = (3)

Por tato
,

Ed

( I=(u-v) = j(3 ,1) + t(3)()re
y

amden
lineal

· Formula de Taylor

Dada f :-J de case Chem ä = (a , .., and,

se llama polinomio de Taylas de order h de f
enà al polinomio

n

P() = f(a) + [Dif(a)(xi -ai) +

i = 1

- Dijf() (xi -ai) (xja

* Di ifflä)(ii) -- (Xip-ana) s-Ti
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y se llama resto deTaylor a Ry(*) = f(x) -Pr() .

· Nota : Cuando K = 2
, se puede escribir

P() = f(a) + Vf(a) - ( -a) +

+ [(x - a)THf(a)(x-a) ,

donde Hf(a) es la forma cradéática asociada

a la matis Hessione .

Si además n = 2
,

f(x) = tf(2) x
2

+ 6yf(a)y + 26xyf(a) +
y

· Terrena : (de Taylor

Si f :Des de clase Ch en
,
entonces

lin Ra()
= 8 .

=- (lx -21k
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Clase 12 : Optimización sin restricciones

Dada f : Acts - ,

¿ máx/mín . f(xxa ,
noxe] con Guixel CA ?

Es decir, queremos optimizar la "función objetivo"
f(x ..., xn) en la "region factible" A .

· Def: Máx . Ima absoluto lo global

Sea f :Det - R
.
Se dice

que f tiene un

máximo absoluto en ErEA si Glof(E) HeA .

2) mínimo Si - Glo ef(e) A .

Nota s Una función puede no tence máx
. Ini . global

en A
, y puede también tener varios

Ej

# M
↑

' s
"A = (1

,
07

En el caso particular de regiones factibles compactas,
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es decir
,
cerradas

y
acotados, recordamos la

condición suficiente de Weiestrass :

· Tecerra : (de Weiestrass)

De s compacto = fea el máximo
y

8 :De- continua
mínimo absolutos 2 D,

i .e . J m
,
nED/

f(m) f(x)f() HED .

· Def: Extremo relativos (o locales)

Sea f :Des
.
Se dice

que un punto (no aislado
-ED es

un máximo (mínimos relativo de f si existe un

entorno J de o/
f(z) f() HCDnJ .

(f(x) f(x))

-Si la desigualdad es estricta para o se dice

que
el extremo es estricto.

Nota : Salvo puntos aislados ,
los extremas globales

son también relativos
.
Entonces

,
la estrategia es

- la &



buscan los extremos relativos
y lep escaga

de

entre ellos las absolutes.

· Terrema : Condición necesaria de extremo relativo

Sea 8 : DEM - T
, D abierto ,

ToED.

Si es es extremo relativo de

y jeeces Df(s) = 0
.

y
existe Daf(s)

· Cordaria : Si fes diferenciable en Es
,
entonces

[ de Fermab] Df(o) = 0
.

· Idea: (Caso de máx
.

ball

f(x)

↑ j(x.)=him
f(xoth)-y

h

Xo

Si xo es máx
,

local : him
S(x +h) - f(x)

h+ ot h
- 8 si Jg'(xo)

him ((xoth)-f(x.)
y
,

a
#

h-0 h

=> g'(x) = 0
.

. La misma idea aplica para

Daf(x) = bimf(+ha)-f())
h+ 0 ↳ A
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Nota : Si f es diferenciable, existen todas las
derivadas direccionales

y

Daf(0)= - 8f(xr) .

Luego, en particular , si o
extremo relativo,

(xf(x) = 0 = Jyf(0) -> Vf(xv) =5x -

->
a: La condición anterios no es suficiente,

f(x) = x3 - g((x) = 3x2
, g((0) = 0

pero xo = 0

no es un extrema
x3 relativ

↓ Ces punto de inflexión

· Djef: Puntos críticos

Dada J : DETD-s diferenciable en oED
, se dice

que o es parto crático de f si f(0) = 0.

· Tremes entreces
que

si f difeneciable en o , para

que o sea extremo relativo es condición necesaria

que sea un punto crático.
- No es condición suficiente : puede se un

"punto de silla", generalización de punto de iflexión
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·Ref: Punto de silla

Sea f : DET-M
.

Se dice
que

oED es punto de
silla de f si

1) es punto cretic ,
i

. e
, Df(*) = 0

,

2 en todo entorno de
o podemos encontrar *,*2/

f(q)) j() , f(=2) < f()

Ejemplo : f(x , y) = X- y tiene punto de sillaen Co,a).

↳
+f(x- y) = (2x , zy) + 5f(0 ,a) =(

,a)

Ha
, f(2 , a) = 22

I af(0, 2) =- 22 x

· ¿ Si èr punto crítico ,
cómo saben si es

extremo relativo?

Para 8 : M -D : f'(x .) = 0
,
estudianes y"(xo) :

sif"(x .) > 0 - min, relativo

g"(xo] O emáx
,
relativo.

8"(x) = 8 -> no se concluye nada.
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¿ De donde
surge

este criterio ?

& Cerca de xo :

f(x) = f(x) + j(xd)(x - x0) + 1f"(x0)(x= xo] + o((-xo)) -

-
I

= -

su signo nos dice

4

⑰ que tipo de parabols" es

X

· Buscamos un criterio análogo para fit).

Si feCCA) , JoED,
tenemos

f(x) = f(x) + Vf(x) -(- E0) + t(- 5 Hf(x)(x -E)
-

--

=> f(z) - f(0) = Iif((-*) ·

signo ?

Tenemos el siguiente criterio para estudiar d
signo

de formas cuadráticas M :
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