
Clase 19 : Condición suficiente de extremo relativo.

· Def .

- Criterio : Sea MEMuxn una matio simétrica .

Entonces,

-

1) M es definida positiva si Me 1183

· todos sus autorabres son positivos

Mes def . negativa si Me etb

Es todos sus autoraleres san negative
3 Mes semidefinida positiva si Mo Het

(negativas (x)

4) M es indefinida si TM cambia de sign según
# tiene autorales positivos y negativos .

· Terrena : Condición suficiente de extremo relativo

Sea f : Des- TD
,
dos veces diferenciale en -ED.

Denstemos Q(E ) = * Hf(**. Entonces ,

1) o es más relativo (estricto) si Q* ) >O
,

2) ""max .

" - -(z) 0
,

3 punto de silla si QCE) cambia de signo
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Nota: Si Hf(0) tiene algún autorales nulo los

equivalentemente, si det (Hf() = 0) ,
no

concluimos nada.

· Proposición : [Criterio de los menores]

Sea ACMan simétrica , rang (A)
= N

- y
R () =

+A
.

Sean D : los menores principales de As i = 1 ..., n

Se tiee
que

1) Si def(A) +0
,
entonces ren,

A no es semidefinida, y

1 . 1) Si D .
So

, Das 5 , ...,
Dn30

,
entonces A es definida pos

1 . 2) Si D .
<8

,
Das0 , . ,

EDn > O
,

Itances A es definda heg.

1 13 A es indefinida si no se comple 1
.1) ni 1 . 23.

2) Si det (A) = 0
,
entonces ran

,
A no es definida , y

2.1) Si Di + 0 Hi = 1-
,

r
,
entonces

2
. 1 . 1) A es sumiday . pos. Si Dise Hist

, ...,
w.

2. 1
. 2) A es suridef , neg .

si GD"D: Vist, .., ~
.

2 . 1
. 0) A es indefinida si no 2

. 1 . 1) , 2
. 1

. 2) -

2
.2) Si Ji : 1 cien con Dixo ,

no se deduce hade.
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· Criterio : (caso n = 2)

Sea f : ACTE-D
, fe((A) , (xo , yob A parto

crític de f .

Entonces :

1) det 1Hf(x- ,yos/ > 0
, 6f(x0 , yo) > 0 = (o,yo) es

ma
.

relativo estricto.

2) det IHf(xoyob/ > 0
, tif(xoyol 0 = max

.

3) det IHf(xo, yo)) * = punto de silla

↑ def IHf(xo, yo) = = = No se concluye nada .

· Ejemplo : Calcular los extremos relativas de

f(x , y) = x + y3 + 3xy

sol: SEC (i)

Puntos cráticos : Vf(x , j) = Co ,0)

1f(x-y) = (bx + by , by +3x) = (0 ,a)

#

* +
y = 0

3
y + x = 0
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Resolve : * + y
=

0(- (yy
+ y

= 0

=>

x = -j x = - yz

= y(j + 1) = 0

+
+ y

= 0 = (o,0

y =- 1 = ( 1
-
-1)

.

x = - ya

Paos críticos : (0 ,
a)

,
G1=1) ,

Makis Hessica :

Hf(x, y) = I (f(x,3) (xyf(x-y)Jbxyf(x, j) (yg(xy)

bf(x,y) = (x
,
dxyf(x,y) = 3

, jjf(xy) = Gy

H9(0 ,0 =[3]+ ((Hg(,a) = -20 = puto de
silla .

#(- =(37 de (Hy(-1) = 2730-

=> El es máx
.
rel

.

· Ejercicio: Calcular los extremos relativos de

f(x-y) = x - 2px - y2 + 3 en función

del parámetro pets .
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Si

8f(x, y) = (Hx - 4px ,
- zy) = (0 ,
0)

=
(x(x - p) =0(yx

=0

y
= 8 x =

-

Caso 1 :

pro
- Puntos créticos (0 ,0) , (p ,

0)
, E , a)

Casa 2:

p = a = peo crético (0
,0)

Gso 3 : po-
S s

Mateis Hessica :

12x2 -4p 8

Hf(x ,z) =

aI = 2J
·

>0 :

Agco ,0 =[ + Definida negati

Hg() =[0] Jedefine
Hy(0) =[0] Edefida.

Por tuto
,

si par ,
ca

,
a) es máx .

relativo
,

(rp , a) son putos de sille
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· par : Hgla ,d =[p Jedefine

=> Si paa,
co

,a) es punto de silla
.

I
2

·

pst : #810 ,
0
=

+ Semidefinda negativa
=> No concluimos nada

.

Veamos :

f(x-y) = x - j +3 cuando
p= 0

.

Veros
que cerca del 10

,
a) hay puntos donde

faxy) está por encina y en otros por debajo
de f(0 ,

0) :

f(( , a)= 24 + 3) 3 = f(0 ,0) I => Co
,
a) es punto

f(0, 2) = = 2 +3(3 = f(a,d)
de silla
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Clase 20 : Ejercicios

· Ejercicio : f

Ecuación : x - Hx + y 2y + 6z - z2= 0
,

y Exosyo ,
Gol CB punto que la verifica.

a) Probar que 7 z = z (x, y) .

b) dz
, byz , Jaz , Jas , Jxyz

= Puntos crática de z
,
extreme relativos

S

a) F(x, y ,
z) = x - +x + y2 2y + 66 - 33 .

· F(x
+, yo-
5.) = a

&· Fec (*

· JzF(xa
,yos) = G - 2zs + = si z+3

.

Podemos ven que zo + 3 :

x - 4x + y - 2y + 66 - 32= 0

= (x -2) - H + (y- 1 - 1 - (z-3) + 1 = 0

#(z -35 = + + (x- 25 + (y- 12

Lege ningún (xo, yo , to] con 20 = 3 puede

vecificar la ecuación
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Así, garativa por
el TFJ

que z = (x,2)
en un entorno de (xo

, yo ,no)

b)
(xz(x -y)=

txF(x,y, z(x-y))
=
-(x+

=-
dzF(x

-y, z(x-y) 6- 26(t-y)

byz(x, y) = -
z

= -
3-

X

6 - 26(x
-y) 3 - z

(xz = (x (xz) = 6x)s) =

1 X- 2

-- t
2 (2x) =

3- Z (3 - 3)

I X - 2 X - 2

=- t -
2

3 - 7 (3 - 3) 3- z

= -
1 (b-25 - (x- 2)

-

(b -8)3

#
Tambié :

x - +x +y 2y + 6 -3 = 0 -

-> 2x- H + 66x -26x = 5-

-> 2 + 60xx - 262 = 200xx = 0 =

(2x- H)
2-272 2 - 2

= zxx= --
(6- 205

-

6 - 27 6- 27

2(6- 205 - 2(2x -H)
=

-

( - 2033 6- #
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Jjz = zy
- 2 + 6zy - 206y = 0 - 2+ Gayy

- 265 -200z=0

(2y -2)
2- 265 2- 2

(- 2332
-=>

zyy = -

6- 27

-

G- 27
2

=

-

2(6 -21) - 2(2y- 25
= =

(b - 25 - (y-1-
( - 28)3 (3=25

(x-2) (y- 1)
V -(xyz = (y)x) = - 5 (- sj) =

(3-z)(3- 2)

=

(x- 2)(y= D
.

(3 - 2)

a Punto críticos :

Vz(x,y) = (a
,b)

((xz =- * - -k x = 2

& (2, 1) .

(yz = -

+
= 0 y = 1

3- 7

En X = 2
, y

= 1
,
el valor 6 (2

, 1) lo despejanos :

x - Hx + y 2y + 6z - z2= 0 =

-> H - 1 + 63 -j = 0 z
2

- 6z + S = 01x

= z =

6 7
y 36 - 20

= 3 + 217
+ 5

2 -z = 1

- (2) -



# : en un entorno de 12, 1
, 1) existe una funció

z = h(x ,y) , y
en un entorno de C2

,
1
,
5) otra

z = g(x ,y) .

#

Estudiamos si so extremes relativos :

(3 -c) - (x-25 (x- 2)(y= 1
&

(3 -8 (3 - 2)
Hz(x

-y) = 1
(3 - 2)

-

(3=25
I(x- 2)(y= 1 (- 85 - (y- B

· Punto (2 , 1
, 14

+2 (2 , 0 = 1
-

·-> Def . negative >

&

=> (2,
1
, 1) es un méx .

· Punto (2
,

1
, 5)

relativo (estricas

I 8

Hg(z , D = I - 1I-> Def. positiva
2

-> (2 , 1 ,5) es un má.

relatio
.
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· Ejercicio : Ha

Superficie (y + z) + (z - x5 = 16
.

a ¿ Puntos (xa yo ,
50) /normal paralela a plano yz ?

3) Plano tangente en (1
,
3

,
1.

Si

Superficie F(x- y ,b) = (y +25 + ( - x)- 16 = 0.

de
nivel

Veate normal :

VF (x, y,) = ( -2(0 -x)
, 2(y + z)

, 2(y+o) + 26 - x)

Paralel a plano Y7 Perperdicular a eje
ox

z

1

T

y
X

Condición : VF(x
, y,)

. e = 0

# - 2(z - x) = 0

Es decir
,
los puntos (xo , yosos tales que

Xo = G
- y

F(xa
, yo ,
b) = 0
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Esto es : F(x0
, yo , Xo) = (yo + xo) - 16 = 04

()x- + yo
= 4 yo =

- x + H
.

Esta es
,
los pantos

(xo
- yo, 80) = (x0) - x + H

, x) ,
x ET)

Esta son dos rectas paralelas :

(x(t)
, y(t) , -(6)) = (0

,
H

, a) + (1
,

-(1)t
,

(x(b)
, y(6), z(6)) = (o

,

- H
,0) + 21

,

-11)t -

b) Plano definido por
el rector normal

y un parto :

↑F (1
,

3
,
D = 20 ,

2
,
2)

Plaa : (x - 1
, y

- 3
,

a - 1) . (a ,
1

- 1) = 0 =

=>

y
- 3 + z - 1 = 0 - z +

y
- H = 0

-

· Ejercicio : Decidir si
.

es extremo relativo

usando la definición :

a) f(x , y) = (x +
y

+ 1)(x -

y + 1) , (xo
, yo) = (), 0)
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5) f(x , y)= x +
xy + ya , (x , yo) = (0

, 0)

So

a)(, y) = (1 + Ex
, Ey) :

f( , j) = (1 + (x + Ey + 1 ( 1 + 2x-

g + 1 =

= (Ex + Ey)(Ex - Ey) .

SiEx = 2Ey : f(x , j) = 323so = f( 1
,
0),

I-
SiEy = 2(x = f(x ,j) = - 320 = f(1 ,%

=> (0 , a) es puto de silla
.

b) f(x-y) = ((x + y) + (x + yz) + xy =

= ((x + y) + t(x + y))

Pattos
g(x . b) > 0 = f(o , a) ↓ (x

, d) + (0, 0) =

=> Co
, o) es más ,

relativo
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Clase 21 : Multiplicadores de Lagrage -

Queremos estudiar ahora problemas de

aptimización con restricciones

Ejemplo : Hallor rectángulo de áres máxima

con perímetro L
.

:
Sean x

, y
las lados del rectáges .

¿ max A(xy)= x
y 3

sujeto a 2x + 2y =L

En este caso, podemos reducirlo a un problema
de una variable :

2x + 2y= +

y
= E- x + (x)= x .(= x) + max ()?

(x) = z - 2x = 0 x =y lep y=
Es decir

,
el cuadrado

%

· En general ,
tedremos una función f : -T

y
unas restricciones dadas

por
la "ecraciones

de ligadura :

() = E con :tie.
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· Def .: Sean f , gi
: Des- J

,
D abierta

,

i = 1
,
2
... man .

Se llaman extremos de y condicionados por
Egidies,m a los extremos de f que cumple
las ecuaciones de ligadura gi (E) = 0

,
i = 1

...m -

En particular , si M =ED : gi() = 0
,

i = 1
-m4

se dice que

· *. EM es máx
. (rz .) absoluto condicionado si

g((0)f(E) XEm ,

(E)

· EM es máx
. (mz) relativo condicionado si

723/f(s)f() EMBCed -

(5)

· Método de reducción : max .
Ins . f()

S
. a . g(x) =

5)
can f :-

g .Ad (man ecraciones de ligadura)
Consiste en usar las m ecuaciones de ligadura
para despejar m variables en función de las
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Otras n-m ,
usando

por Ejemplo el Terreira
de la función implícita (si es aplicables
Resulta entonces

que
el problema de optimización

con restricciones se transforma en otro sin

restricciones can n-m variables

· Ejemplo : Escribir el número 15 como suma de

tres números no negativos tales que su

producto es máximo

Si
max . f(x , y , b) = x -

y
. z

S
.
9

. g(x, y,
z) = x + y + z - 15 = 0 &

X, y ,
zo

Despejamos z = h(x
, y) = 15 - x -

y
-

-> L(x
, y) = f(x-y, h(x,b)) = xy(5- x -y)

Maximisamos ((x
, y) :

DL(x
,y) = (0

,
d) y(15 - x- y) -

xy = 0

S↳
x(15 - x - j) -

xy = 0

Ex

y(15- 2x - y) = 0

3x(15 - x -2y)= 0
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①y = 0

x(5 - x 26) =
0) +

y
= 0,x= 0

y = 0
,

x = 15

15 - 2x -

y
= 0

X
x = 0

, y
= 15

X(1S -

x -2j) = 0 - 15 - x- zy= 0

3 E x =

y = 5

15- 2x=

y
= 0

El producto es máximo cuado x =

y
= z = Sy

· Método de los multiplicadores de Lagange :

Ejempl : min
. ((x, 3) = x + ja S

S .
c . g(x,y) = x + y

+ 1 = 0

Representamos las curvas de nivel de fi
2

17
x + y = c

*

(

*

· 2)

X

f & y
= 1 - x

No está en la
El valor de 2 región factible .

en 1)
, 2) es

mayo que (
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En el extremo condicionado
,
las curvas de

nivel tocan tengecialmente a la curva de

ligadura =>

-3 Los rectores normales son paralelos
-

8f , Og

=> Uf = 1 Vq para
ciento tets

.

· Terremo : Condición necesaria de extremo condicionado

Sean f , gi
:Des

c
i = 1, .... m (man) de

claseCen D
,
D abierto.

Si

1 o
es extremo relativo de f condicionado a bgils

2 los rectores Ugeo) , ---

- Vgm() san hin . indep

entraces 7 disda, .. In ED/

-f(0) + 1 : Ogi()) = 8
.

i = 1

Nota : Los di se llaman multiplicadores de Lagrange
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Nota : Entonces
,
los extremos condicionados

deben umplir

Tf(0)+ :gi() = =

g .
(50) = 0 & (*>i

gm(x) = 0

Notamos
que

si consideramo lis ...,
im como

variables
, podemo escribir

& Digi() = &()( &
gm(0)

tep , definiendo la función Lagrangiere

2(z, ) = f(z) + [digi() ,

i = 1

el sistema # puede escribirse como

V2( ,j) = 8
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· Resumen-métod : max
. Im

. f(*) &I
:Me

S.. g() = ge-

1) Definir &(x --

- Xn
,
xx

--xm) = f(x) + xig: ()

Resolver el sistema (na lineal) de nom ecaciones

con htm incógnitas: (*, ) = &
,

+
x , f + dix , gi

= 0

tanfidxngi = 0 X
, ..., Xn

i

i & m)

disestm
gr() = 0

gm() = 0

Clase 22 : Ejercicios

· Ejemplo 1 : Extremas absolutas de f(x ,y) = x + zy

Si
sobre la circunferencia x + y = S.

((x
, y , x) = x + 2y + x(x + y - s)

(
1 + 2 xx

(V((x
-y ,
t) = 2 + 22 =()
x + y - S
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1 + 2xx = 0
x =Ex

-= 2 +2xy S IL
x + j = 5 x +j

= S x +j = 5

E

15 Ex -- x = F

y = 2x -> z = + 2

x2 + 4x = S

↳
x = +1

E decir
, puntos críticas (1 , 2) ,

(1,2) -

Como el conjunto D = h(x ,y) : x+ y = 5)

es compacto y f es continue en D
, pr el

↑ de Weientrass falcara máx . Ima
.

absoluto

2D
.

f(1 ,
2) = 5

, f(x, ) = -5

T ↑

m -
abs.

máx
.

abs
.

· Ejemplo 2 : Extremos de f(x, y ,z) = x
*

+
y

= z2

sobre la esfea x + y2 + 82= 1
.

Sof :

2(x- y, 8
, x) = x + y

- 0 + X(x +y +z -1)
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2x + 2xx

X2(x
, y,+- b)= I 1 + 2xy H)- 28 + 2x8

x + y + 22- 1

L

x =0D

2 (1 + x) = a X X = -1

= 1 + 2xy = 0

2z( - 1 + 1) = 0 S
x +y + y = 1

①x = 0

1 + 2
y

= 0

-z =om
27 ( ( + x) = 0 - 1 =1
ya + zh =- 1

1
⑰X = 0

,
z = =

↓1 + 24 y = 0 -> 1= = = t
y

=
= 1 y

= + 1

(0
,

1
,
a)

,
(o, 1

,0)

⑫x = 0
,
X - 1 Co, ,)

1 + 2y = 0 S ->

j+ 1 bit- )

- 134-



8X = - 1 x = - 1
, (E, [ ,0)

z = -

1 - 2y = 0
E

- Hz = 0 1 3= -

, ,
x + yz +y2= 1 x = =

Como la esfera x ++ 321 es an conjto
compado, basta evaluar en los partes créticos :

g(0 , 1
,5) = 1

, f(a, , )=-

f(0%= = -1
, f(a, )=E

f( , 0 = =f ,2, c)

=> Máx
.

absoluto en (_E , E,
o) convelo

mi
.

abs
.

en Lo, , in valor
>

H

· Ejemplo 3 : Calcular la distancia del origen
a la superficie dada por z2 = xy + 1.

Si
Distancia de (xy , a) al sigen :

& (x
- y ,z) = x +

y
=

+z
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Por comodidad en los cálculo
,
notamos que

T es montrs creciente
, lueg alcare sus

máx . Ima ,
en los misma puntos que su cuadrado

#
g(x) = 5) - f((x)= g(x) =g(x) = 0

F(x) = g(x)x
= (x) = g(x) = 0 #

min f(x,y,a) = x2 +
y

=

+ 32

3
S

. c
. g(xy,

b) = z2 -

xy
- 1 = 0

2(x
- y , + , x) = x + yz +y2 + (y2 -

xy
- 1)

2x - xy
V2(x

-y ,
s, x) = 2y - xx =

z =0 D

27 + 2xz
-I

zu xy
- 1

I &
X = -18

z = 7

①z = 2 8 = 5

2x - 1y =
0

->
1 =21 =2

2y
- xx = 0 I 1 = 27 I == &

-

xy
- 1 = 0

xy = - 1 xy =- 1
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E S ⑪2x =

y
x ==y/ y ==

xy
= - 1

-

xy = - 1L 3↳ X ==1

Esto es
,
(1

,
-1

, 5) , (1 ,
1

,
0)

x =
+ 1

S
X =

- 1

S2x + y= 2
E

z2 = 1 +

xy ( (a
,

0
,
1)

,
(0

,
0

,

-1)

2y + x = = X = 0

zu = 1 + xy y= -

· Tenemo que

f( ,
1

,
% = 2

, f(a,gi) = 1

f(), 1
,
% = 2 , f(0 ,2) = 1 .

3.

· Pero como el conjunto D = ((xjoJET : 22 -

xy
- 1 =0)

no 25 acotado
,

no podemos usan elT de Weiestrass ,

-

· Vamos a proba que (0
,

0 , 1) son mínimas

absolutes directamente :

f(0 ,
0
,
+1) = 1 + ¿ f(x-y-), 1(x, y, a) CD ?
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En D
,
z = 1 + xy , luzg

f(x- y , z) = x + y +y = x + y + 1 +xysi(x, y ,
z)CD

.

¿ x + y z + 1 + xyc,1 ?

= x + y + xyz
= (x +3 - + =

= (x +E)+ y 0H(x, y) +10
,
0)

.

hege efectivate,
J(xy ,b) f(0 ,

0
,

+ D = 1 (xy)Ey-
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