
Clases 23
,

24 : Ejercios blogue I.

· Ejemplo H : Extremos absolutos de f(x, y) = xyz
en la región
k = ((xy)( : x + y = H

,
xx - 13

Si

Representanas el conjunto h :
X + -1

↑ X

x +y ! - crcul radio 2

X3 - 1 - seriple-

. ipp
-2

Como ↓ es acotado
y
cerrado

yf continua en

hs por
TE Weiestrass falcara max

. /mi .

abs

¿ Candidatos ?

1) Extremos relativos en el interior dek.

a Extremos condicionados en la frontera dada

por
X = -1 .
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3) Extremos condicionados en la frontera circular,

x + y = H
-

4) Extremos en las vértices de K
,
i

. e
, pretos de

intersección de la frontera.

3=

0(1) Vf(x- y) = (y, 2xy) = 0(

2xy = 0

E - (xo ,
o con xEC

Por sustitución : f(x, y) = -

y
2 -

-> G (gta) = - 2) = 0 es y =02( ,0)

3) 2(x
, y , x) = xy +y(x + yz - 4)

02(x
,xx) =c) =()I

x + yz - +

y2 + 24x =

&Ezy(x + 1) = 0 0
x2 + yz = H
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Dy = a

S-> so+21x = 0

x = H)
- x = + 2

8x = - X X = - X

j - 2x =0) y = 25) y=
x + yz = + x + y=H3x= H + 1=
2

( J ,EK

4Vetices
· Evaluamos : f(x , 0) = 0 Hxo(

,2)

f(1 , a) = 0

f(2 ,0) = 0

f(= Máx...

f(( + 5) = - 3 - Mi
.

abs
.

· Ejercicios : Hoja 3 : C5
,

20
,
19

Hoja 2 : 21,

352)
,
40, 25

27
,
28

,
29

,
30

- (6))-



25 (Hoja b)

min/max .

G(x
, y,
1)

&5a "

* +
y

=

+ x
=

=
1

con ((x
, y,
) = ()(x, y ,

z) - (0
,

3
,3)))

x + y + z =
1 ↓

d(x
, y,
05 = x2 + (y- b) + (3 -33

.

(#)

2(x
, y ,

z
,
x

,m) = x + (y-
33 + (z-35 +

+ X(x2 + yz + 02 - 1) +m(x + y + z -1) .

Restuert XC= :

2x + 2xx +m =a

2(y- 3) + 2xy +m = 0

2(z- 3) + 2xz +m= 0 ->

x + yz + z= 1 &
x + y + z = 1 -> z = 1 - x =

y

2x + 21x +m
= 0

->

y = - 2x- 27x

2(y-3) + 2xy +
m

= e 2(y-b) + 2xy = 2x +2xx

2(2- x - y) + 2x(1 - x - y) +
m = 0 - H - 2x-2y + 2x(1 -x- y) =

x + y + (1 - x - y)2 = 1
!

= 2x +2xx

* + y + (1- x- j3 = 1
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2y - 2x + 21y -2xx - c = 0

Sx
-

2y
- Hx - 2xy

- H)x - H +2x = 0 -

3) x2 + y + (1- x - yj = 1

#n + 2) =
- 6x - Gxx - 10 + 2x = 0 -

S +3x
-> 2x(1 -3x) = 10 + 6x + 1 =

y 1-3x

(x + 13) #

3x +S 3x +S

2y
- 2x + 2716x

- 2x
1 - 3x

- 6 - =

&->
x + yz + 1 + x + ya - 2x - 2y + 2xy = 1

22 - Syy - 2x + (( + (xy + 10y - (( - 10x - 6 + 12x = 0

->

2x + 2yz - 2x - 2y + 2xy = 0

2y + x - 1 = 0 = 1 2]-> X

-> &* +
y
=

x-

y
+

xy =/ +Hy - Hy + y -1 + 2y-y + y=2y = 0

y
=

0 + x = 1

- 3j -

2y = 0 +

y(by - 2)=
0xy = z + x=
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Así
,

1) (1
,

0
, a)

x( 5 , 5 / 5)

Dado
que

la circunfencia de intersección es

un conjto compacto , por
↑ Weiestrass existen

los máx
. /mir .

absolutos
.

Frabamos :

Máx
.

abs
.

En (1
,
0

,0)
12 + (0-3) + (0 -35 = 19

* + ( -35 . 2 = +
1 + 92

- 11
I=> Mir

.

abs
. 2 (5) .

&

20 Z

= V = x yz
S

máx
. xyz·

2(
y ,
s

S.. (x + +y + 37 =

24)
X

((x, y -x) = xyz + X(6x + Hy +30 - 2H)

12 =2 -

- HH



-- -Dz = 0

yz + 6x = 0

↳
H

&
Yo

-

2y +3x= 0

xz + H1 = 0 xz + 4X = 0

xy + 34 = 0 -j = - (xy
6x + Hy + 33 - 24 = 0 z = 2 - +y - 2x

Dz = 0

X = 0 k + -

y =6 + (0
,

6
,
0)

xy = 0

y
= 0 + x = H + (H

,
0

, 0)
2H - Hy - (x = 0

-3x = 2y

I* 2 - Exy=
yo e

6 =
- xy/y

z =a- by- 2x

3x = 27 3x = 22
38 = 4y

->

Hy = 24 - Hy -6x2
37 = 24- Hy -6x I z = y I
x = -xy/z x = - xy/z

=> X = H
- y = 5

,
z = 2 - (4

,
6

,
z) .

Volume maxi . G . &
p -

- H45-



19 máx
. x253 &

Proban
que

Ha
,
b

, co,

S . a.

x + y + 3 = ra (abc) ((a +b + c)
.

Soli

2(x
, y,, x) = x y

-y + X(x + y + 22- rz)

=
a- 0x = 0

2xy- z + 2xx
&

2yx j2 + 24 y = 8
2
y
22 + x = 0

22xy + 268 = 0 &
x + yz + z2 = rh

DX = 0

&/y =0
Xz = 0

ya + z2 = ra

⑰x = 0
, 1 = 0

ya + 32= n

- b(x, y,
5)ex = 0

, j + 32= m)

⑫x = 0
, y

= 0

- x = 0
, y

= 0
,

z =ti

X S x = 0

- y282 + 1 = 0

+
= 0y(x2 z

-

+ 1) = &
-

z(xyz + j) = 8 S
x2+ yz + y2= ra
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⑪ += 0
, y =

0 ( - ((xy) :

y
= 0

,
x+ s=m)

x + y = r2

⑫ja = - x

* z =
- X Sz(x

-

y + x) = &+
x2 + j2 + 32 =

r2

⑫x = 0

x + y =m)- ((xxx)e = 0 =0 ,x +y = m)

-x = 0
, y = tr

⑫y232 =
- 4 y

-

z- = x ⑫.21 z =a

(y = 0
,

x = tr

X32 =
- x & Mi =yo x =+

xy = x xy = y z
2

x + yz +22 =- x2 + y2 +32 = r

⑫wwx = -

y
22

x = =
y*X=

z=

Méx
.

abs= ~ (t ,+ ,=, velor(

· ¿abaj La ++a) Ha
,
b,07
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Dados a,
b

,
>a

,
denstamos * = a

, y= b
,
z= c

Denotamos r = a + b + c .

Entonces
, por
el apartado anterior,

a . b . c (ba) = (a.b. G +b + 26 .

21 (Hoja 2)

z- y . (xy) de (1, 1) a (1
.
01

,
0

.c7).

Apox .

lincal:

z(x-y) = zu + Vz(xo-yo)- (x - xo , y
- yo) ,

=

Xz(x
- j) = (

- 2x
↓

-27 ( -

-j 2j

=> z(1 .
%

,
0

.97) = E +( ) (0 . %
,

- 0
.03)= 1

. 433

Valen exacto : z11 .
01

,
0

.97)= E = 1
.
422

35 a) Escribir la ecuación Au = In + 15 yn = =

en polares .

* TEc . para
in con in (r ,b) = u(x(r,s) , y

(v
,d)

- 1 He



X = rS

y = rsig
I- Se

Chai rule :

· = cons

&

Ja
= cas(xn + si, yn =

-

Tra

= cas((xx +&(xt) +

+ 29(y + (ju)) =

=> 28xu + 2 cosisyn + sig bijn.

De igual forma obtenemo que

Ju
*
- =... = - rsibbxn + rc9byn ,↓S

tru

Jan
-

·

j
=... = - r(8(xn + s 8bjn) +

+ r (2205xn- 2000 sis xyn + 159(n) .

↳
~↓gn = - rdrn + sin+ in-zbissijn .
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2 -

Finalmente
,

suramos las expresiones de Jorn y Es :

↓ ->

Laplacian

=> te

40 w(x
- t) = w(m(x,t) , v(x, 6)) .

*

&

=
=>
=t +2JJrü

,

↓y =
-a)=

= afabino aJer) + a) a tu + abr) -

=> Jun-2 + Jur
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Entonces
, Jon=Je ->

-> Jun-ZaJürü +ar =

=> Jun + 2 Juv + Jer =

=> Juñ = -

N Solución : Jun= - - Ju = f(v) =

=> w = g.(u) + gz(u) =

-> w(xt) = gn(x + at) + gz(x - ab)

2S

V(t) =

c (6) #
P

x(t) * (to)

& &

G C r = 175

En el instanta pedido :

a(b0) = 5

(to) = 1 I Y (to) ?

((t) =

c(t) x(6) = c(t) x(t)
= dx(t)

,
x (6)?

((6))

obtengamos la expresión de la distancia x (t) :

- 15)



·
(x (6) = (z + r .sio()) + (r . co()

: (t) = 1
,
o(t .) = 0

.

Entonces :

2x . x = 2( + r .ss) r .co + 2r .19(s)

Como x(to) = r +E j ,
tenemos tados los

datos para despejar x (60) y
sustituir en VC60)

y.

28 x - y

f(x, z) = I x2 - ya
| x| f (y)

,

x (x| = (y)
.

a) Continuidad 2 At.

b) Calcular Jxf , Juf

2 Derivadas direccime 24. *d) Difunciabilidad.

Si

ab
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Estudiamos la continuidad en las redas ( = (y) :

Primero notamos
que:

-
- j = (x+y)(x- y) ,X

x- y = (x + xy +
y
- )(x-3)

1) Puntos (X , xo) , Xo 0 :

2 x- 33
-
2

x+xy + ya
T 3 X

(x
,y)+ (x- ,x)x - yz (x

-j)+(x
-,yo) x + y

=> Es continua en (xo
, Xo) , xo 0

.

2) Puntos (xo ,
-Xo) , Xo # :

e
* + xy + j

= () = 0 No es cont.
(x

,z) + (x0
,
- xo) x + y

3) En Ca
,
a) :

hir
x + xy + ya

(x
-y) + (0

, 0) x + y

Venos
que en y u

= X el denominados se hace cero.

Estudiamos el límite a lo largo de

y
= - x + mx :
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ei x2 + xy + y
=

x- 0
x + y

y = - x +mix

* -y +mx + (x +mx mx + ( 1 +mx)
= 2 =

L
-

2
X- y mx

X- &
m

=El hin .

doble no existe es No es cont

e 20
,
a)
-

· f es continue en Ah(xo
,

- Xo) : xo ch

b) So (*y1 :

(xf(x-x) = 7(x
+ xy +

jj= (x + 3)(x+ ) -( +xy +5)
=

x + y (x + y)2

=
(x + 2y)(x + y) - (x + xy +y))2xy + yz

Syf(x,y) =
(x +y) (x +y

· En x =
-

y +
0 :

(xf(x - x) = ((x +h
=
- x) - f(x , -x)
h

=> (x+xxx) =

h

- ISH-



=(222xx2h

=t (h - E+ ) = 0

(yf(x -x) = +(x + x (x +h + E - Ex) =

h

=+( -( + xh + x + h 2xh - ) = 0
.

h

· En x = y +
0 :

(xf(x- x) = +(( +25 +x +h(x +

xx) =

2x + h

=
21 2(* + 242 +4xh +2( + 2xh +2 - s(x -3x)

-

h+oh 2(2x +4)

= - =

(yf(x,
x) = i

· En x =

y
= 0 :

bxf(0 ,
0 = en f(4 ,

0-810,%=h= a ↳

Lyf(o ,0=

- ISS



c) Si = (minal con u tu = 0
, mi + ha +0

Daf(a ,
x =

1 f(hm ,
chra) - f(0,

T

h+a h

chu + Eu , nz +hiz mi + n
, u2+ u2

- h(n ,
+42)

-

un + 43

d) fes diferenciable en Tib(x
,
Es : (x) = 1313

En (x-X) , XEt, no es diferenciale puesto que no es continuo

En (x
,
x) + (0 , 0) sé es diferenciable, pues existe

las parciales en un entorno del parto y son

continuas en el pato :

(xf(x-e)=
si(x) + (y) ,

Syf(x,d) =
(xy+ yz

2

(x +y)

para X
.

0 :

ei (xf(xy) = p
= dxf(xr , xo),

(x
, y)= (xo,

Xo)

2xy +y
2

(x+x

=
=ba)(xx) -

2

(x
, y)= (x--yo)

- IS6



27

a) D(f) = h(x,e)M . 2 - y -

xy +0(u(( ,0) .

p(x ,y) = 2x - yz xy
Vemo

que p(x , x) = 0
,

es decir
, y

= x es una

raiz :

↳-x

=> p(x,y) =- (y- x)(2x + y)

-
ya - xy

Tr
También : 2x - y xy

= x y + x -

xy
=

= (x - j)(x +y) + (x - y)x = (x - y)(2x+y)

p(x,y) =+ y
= x

oy = 2x

p(j) = m (6) y= x
, x +0(uh(x ,y)(π = y

= 2x
, x +)) .

Gráficamente :

El plano menos las

dos rectás
, y
el seigen

·
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3.

b) lim
X

=3x +

= -

+
3

X- 0

2

(x-y)(2x +y)
y = x + x

a) No es continua en 10
,
a)

pues
3

bins X
= 0 + 5

y- 2x2-

y
=

-

xyX = -

Por tanto
, tampoco es diferenciable en co

,0)

d)

(0,
= li Sh, =ch Es-

h=a h

58
(0,0) = 2byfCh,y ,

-y h

Jyg(0 ,0) = e
Sh)-y

= 0, &=S

h

-x(- zy-x)

Syf(x,y)= si (x, y)= (
,0)

(2x -yz- xy)2

=>

- 15&-



Cases 25
,

26 : Control en chase

1
-

a Continuaen Mil(0 ,053 .

En (0
,
0) :

hi x #1
= 0 ones

(x
,
b)+ (0

,6) *+ya
↓

·
Filsando polares también :

x
E

este cassi
+j

M

Como/rossilarSe(o,2n) 7
hi r = 5,
n ot

concluimos
que
lin =0

(xj)+ G
,
0)

b) Diferenciable y ce 1 ,
033

.
En 20

,
03 :

& (0) = 25(- y = 0 =
154)-((0) (,0

h h+ 0 h

=> Vf(a ,0) = (a
, c) .
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lin f(x,
z) - f(0,

a) - Vf(0,0) . (x - 0
, y-0)

J

(x
,z)+ 20

,
0)

(l(x,b)
- Co

,01)

= X
#0 .

(x
,y)+ (0

,5) x
=

+ya

Podemos verlo
por
redas :

2 x5
- 2 xim= aS

X - 8 x + ya x+ x (1+2)

y = mx

Al no sen diferenciable en 10 ,
%

, tampoco es

C'en ese punto

2e

a) F(x- y , b) = c con c = F(1
,

1
,
0) = - 2

.

6)
Ec

. zlog (1 + 32) - x2 -y + 2= 0

· En x = 0
, y

= 0 - Buscand Go/

g(a)= zo - by (1 + 62) + 2= 0
.

Por T* de Bolsano
,
Jz

.
EE2, 8) solución de la

ecuación. Por T de Rolle es única
, pues

278

g'(z0) = Cog(1 +05) + # o Xz
.
+ 0

.

1 + 752

Entonces :
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F(0
,
0

, 80) + 2= 0

S2) F(((0
,
0

, 00) =>Thec

3) ba F(0,
0

,
s
.) = g(a) + 0 z = h(x

, y) .

b) La normal viene dada
por
VF (0

,
0

, 20) :

-F(x
- y ,
x) = ( 2x

,

- 2y , g(z)) =

=> uf(a
,
0
, a) = (0

,
0

, g(0)) .

Plao targete : ((x2 ,
a)E : (x

, y ,
z- 7 0) . + F(0

,
0

,00) = 04-

=> h(x
, y ,

b) ( = z = zo)

c) Superficie : z . Log (1 + >2) -* -y + 2= 0

Curva de nivel: z = c ->

->c. log(1 + c) - x2- yz + 2= 0

Pasa por (1, D : Clg (1 + (2) = 0 = C = 0
.

Se trata entonces de la curra x + y = 2.

Vect hormel en (1
,
1) :

g(x, y) = x + yz2 + Vg(x-y) =Rx, zy)35g(b= (2
,
2)

.

Recta tagete : (x-1, y- D · g(1, 1) = 0 ->

-> 2(x- 1) + 2(y- 1 = 0 +

y
= 2 -xy -
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3

v(y - t) =
+ u(y - bt

,
t) = (x = y

-b)
=> u(x

,
t) = e

+
v(x + bt, t)

a)
ct

(xn(x
,
t) = ebyr(x + bt , b)

↓ + u(x-
b) = c .

et v(x +bt, t) + e(byw(x +bt- b) . b + +r(x +bt
-b)

b) ( = ejyv
Entonces,

S
+ n - a (xn - b)xu - cu =

=r + e (byy .
b + S+) - ane

*

Sigu - beyr-fer
-> La ecuación gueda Jor = a bigo p .

4

a Og(x, y) = (y -2xy , 2xy - xz) = (0
,
a)

=y(y
- 2x)= 0 T

y =0 - x = 0
- (0,5)

x(2y- x) = 0
3 y=2x = x = 0

(f(x, 3) = 2y

Sbjf(x, y) = 2x todas nulasin Co
,0) .

Jayf(xy) = 2y - 2x
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Veros directamente
que se trata de un parto de

silla :

f((x, Ey) = Ex Ey(dy - Ex) = tomado EC0 ,

f(9, 29)= 23

f(22,
2) = - 5320

.

· No existen los extremas absolutos pues

him f(xx) = - 0

,him f(x
=.

X -> + A

x = 1
y = 1

b)

↓ T
2

(I

Fi
y=

y=

1) Puntos cráticas : Co
, y (paa) ,

ni máx . ni mán
.)

Extremos condiciados en xy = 2
.

3) S / 2y = x - 1

4] / S 2 j =
x + 1
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5 Vertices : (2,
1)

,
(1 , 2)

( (-2) , (251)

2)2(x
, y- x) = xyz -

x
=

y
- X(xy-z)

Dy =0

-

yox(2y - x- x)= 0 1
xy = 2 xy = 2

Dy = a

Sx( x- )= 0 No tize so
.

0 = 2 !

②x = y
- 2x

-5x- =eschi.x =2y - x

xy =2 S
xy = 2

xy = 2

->

x = 2y-

Sy = -
- -x= 2)

No hay solución .

xy = 2

3) g(x) = f(x, x- D = x(x-y- (x - 1) =
- x(x-1

g(x) = - 2x + 1 == x = 2 + y= (( -t)
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4)h(x) = f(x, x + 1) = x(x+ D

h(x) = 2x + 1 = 0 + x =E+

j = E- (t)

5 Vertices : (2,
1)

,
(1 , 2)

( (-2) , (2=1)

· Por T Weiestrass
,

como h es acotado
,
los

extremos absoluto en l existen .

Evaluamos :

f() = T + = y - f(t) =y =T

f(2,
D = 2

, f(1 , 2) = 2
, f( 2)=

f(2,
-1) = 2 = Mir

.

abs
. en (2, 1) ,
(

,-2) -

Máx .
abs

. 2 (2,D,
(1

, 2) -
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