
Clase 27 : Integrales multiples
b

Integral de Riesann Sgdx
a

↑
sumas inferiores límite

IT Y 3 sintegral
↑

Surras superiores↑

' V

1 I b
a Xx

En R2 se sigue
el procedimiento análogo :

· Por ejemplo ,
en Is

,
la integral sobre el rectágul

R= [a
,
b] x [c, d] puede aproximance realizands wre

partición, d

:FisC -

i
(

a Xiy

calculado la surre de los volúmenes de los
7

prismas correspondientes,
suma inferior -> altura

mij
= inf(f(x-y) : (y) Rij),

sure superio
-> altura Mij = suphf(xy) : (x

.z)Eij 1
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esto es,

I(9 .
P)= mij Area (rij),

S(g .
P)= Mij Area Crij)

· Cuando se cumple que

sup J(f, P) = inf S(f ,P),
P P

se dice
quefes integrable Riemann en M

, y

se llama integral de f en R a su valor

Sif(x,y) dxdy :

· Nota: En MB hablamos de integrales triples,
y

se denta,

Staf(x2 ,s) dady do ,

· Nota : Se cumplen las mismas propiedades
quein una variable

,

1 Linealidad : JSyx (f + g) exdy = &JJ Joxy + x/fgdxby
R R

2) Acotación : si ma J(x ,3) M Xx-y)ER ,
entonces

mi Área (R) /()dad M . Área (2)
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Monstenía : J(xy) g(ay) y(ay)E =

=> JS9) dxdy (fg(x-y)(xy

Valen abschte : (fff(xexd) = J)19 (,33/dxdy
R R

· ¿ Cómo obtener el rala de la integral /foxdy ?
R

· Terrena : (de Fubini)

Sea R = [a
.
b] x [c

,
d]

, f : R-s integrable ·
Si
para cada y

e[c
,
d] existe la integral de

b
Riemann (unidimensical) A(x) = f f(x,y)dx,

a

entonces también existe /"Aly) dy y
se cumple que

da

==(g(x)
C ca

· Tercera : (de Fubini)

Sea R= [a .b] x[cd]
, f : R-s continua

. Entonces
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fes inte grable Riesann,

2 la integral coincide con las integrales iteradas,

#Seoxy(oyd)
ca C

a

Ejemplo : R = (0
,1] x ( 1

, 1]

= Seiy = jcxecx)(y =Je): =
R - 1

=Sy=e]e
1

=
= (! x(e - e)(x =

e-e
&

2

J J
- -

-

-

-

-

-

-

I I
-

* *
-

-

-

-

-

-
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· Nota : Heras definido integrales dobles solare
rectágulos , y con Fubini podemos calculalas
mediate integrales en una variable.

Conceptualmente , podemos integral en una región

sulquiera actada cualquiera :

Dado Dcts
y f , tomamos un rectángul que

contenga a D
, y definimos

g(x, y) =

((x ,y) vi(x,z) &D,S O si (x-z) #D .

Entonces
, definime JJf(x,y)dxy = J g(x,y) (xy

D

- Esto
,

sin embargo ,
no es útil para el calcul

exacto de integrales.

Nota : De la definición vemos
que

si f : Res es

continua
y

no negativa ,
entonces el volumen del

sólido limitado por el graf z = f(x, y) en R,

es decir, el volumen del conjunto
A = b(x,y,0) Exp = (x

-y) (R,

0sz = f(x,y))
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niene dads
por Val(A)

= () J(x,3)exdy .

R

·Integrales dobles en recintos projectables

Sea Acts .

Se dice
que

:

1 A es x-proyectable si es de la forma

A = b(x ,y)(tz : a(xb
,
4

,
(x) y c 42(x)},

con 4
.
42 : [c .b]-> As continuas

y
Y

. (x) = En() +x 2 15]
.

~
=> Si J : A-s continua

,
entonces f integrable en A

y

Uz(x)

$
,
f(yox = (b))y

3 A es
y- proyectable -i

A = h(x
,y) (D : cycd ,

4
, (y) + x (z(y)S ,
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donde 3
,,
42 : [c

,
d] -D continues

y
4

, (y)Ezly) Hych,d] ·

y
P

, (y) Ya(y)

·F
C

X

-> Si g : As continua
,
entonces f integrable en A

y

(36,2)(x +y =ja 32(x)-
A

C (y)

Clase 22 : Ejercicios

· Ejemplos :

p =foxy,
D

P = ((x, y)C : 8xxx
, 0sy ,

xx2-j)

Representamo la región : y

E

x= 2- ja2.D
& I

x+1x
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· Opción 1 : como -projectable,
e Ex

#())=
= = ix - 1)(x =

= Elog() - I
E

&

*·

Opción 2 : como

y- proyectable, = x = 2 -ya
&

&

Punto de carte :

--
⑪

A 2

x = 1 - y = 1
E

1 1

F = S 1& (xy = /(xy =

J
E

= %2 (2x +] !y + 1
,

y (byx1 +4]23 -y =

=> y by dy + 1 y log (3 -3) dy =
... (pa partes)
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I = f(dxdy ,
D = ((x,z)Cπ = x

xy = x)

· ·
Como x-projectable :

= = Y (Jos)(x = (!(x -*)(x = k - 5 = 5 -

2

X

Como y-projectable. D =h (x , y) <+: ya x + 5)

= = j'(j(x)(y = (! (r - 2) = z - k = 7
z

Y

J

I = () e5 (xby...
D - y = 2 x

D
2

X

· Como x-projectable :

Y

IIIIIIIII
2

X
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# =j /je523)dx No podemos calular

-

↳x Serg .

·como y-projectable : y

Y
-

-

--
T

2X

I

= = j,e5(x) = (25))=
&

= Jaye y = [e] = e-1 .

· Ejercicio : Escribir los conjuntos en sus formas
xey-proyectables.

1M = b(x- y) (j = x<y (x)

Géficamente: I y
= x

1 ----
2

I y
= x

1
X

+ -

proy.. M = ((x,y)( = 0 (xx
,
x xyxx)

y-

proy-
- M = G(x,y) Cnj = 0 cyc, y +x+ )
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Sin usar la grafica :

xxx20

x (x =
x)= xxx =

X -

poy.
* (y X = a

=> n =1(x
, y) (p : + <xx

,
x cy(x)

y-poy .. * (y)x=/as,
↓

Ge emeyl, Syx
ya x5

2 M = b(x, y) (p = x 30
, y30 ,

x + y 4)

xpo·

X-proy
.. X

(3 + 2

Y = -

x + y= + yo

y2 = 4- x

-> m = b(x- y) (m : 0 (xx2
,

0 =y x)

·

y-proy. analog, M= (xb : 0.
2

, 0 x 3

3) El triángul de vértices (2,
0)

,
(2

,3) ,
(3

, 1)

&

②

Redd : y
= X +2x = - 2

G
* 8 y = 2x + 7 x = =

B
*

- 2 3 ③ y = = + 24 x = Sy + 2
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· -proyect : /IIII%.⑤

- 2 2

M = M
.
Ma con Mie : -2ex2

, Y+ y x +z)

M2= ((x,y)Ei = 24 xx3
, y + -y

= 2x + 7)

· y-poyed : :
M= M

,
u Ma con

Mi = b(x
,y) : 0 + ya 1 , by - 2 x Sy + 24

M2 =b(x ,y)Ex :

1pys , y- 2cx z -E

· Ejercicio: Calcular =SS y- * 1 exdy ,

R= [- 1
,
1]x[0

, 2] .

( -c) =1) Mi
exa

==)() 2()k +[ ()4 =

2

X

=(j(
I
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3 S
I

3
(x +z)( -

x) (x = b)(2 - x322x =
=- +- X

- 1

-

#

=

x = 12s= () = E - t=
* = Esi(t) + dx = Eco(t)dt

, x = 0 - + = 0

St
F

=SE) etcLDd= (606-
8

5(x

=> (1xcG + (2) +2

-> (2
= + (-)+

Clases 29 ,
30 : Primer Exce Parcial
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