
Clase 35 : Ejercicios .
Curves

- A = ((x ,a) (i :x + y(2, 0 = ya , x y 0)

:

"IIII y
= 1 A = fax y

E

·

j projectable : 0 y =1 + x30, x = Ey
1 Ej

-

A = (()() &
z

· x-proyectable diridius en dos,

I 1
E Ex

A = (()(y)(x +f()dz)2x#
5 1 a

También podemos hacerlo sia el dibujo :
8 y =

1

&X38
->x, y

x + y
=
42

Punto de cambio : 1 = Ex - x = 1 +> X = 1
.

(x30)
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En plares : A (r,En : Gere
,
ocrisis 1

,
casa
, o)

· s-proyectable :
/E ↳ Es

A /reto +)(uetes
& /

Usando las inechaciols :

8E

& 1980J= 0 ==
SiS

,
O

0 r . s0 = / ->

10838 ·com
Punto de cambio : =g sis

So,]
· r-projectable :

E acsi(t)
a = jijos +J

,
() rosser .

Di
8

J

Usand las inecuaciones :

2 = = tocrez

&
-8S20
m 3 > 08mich , ausi(t))-

100 -> 0 =arce(0) = #
↓
2

T
arcos () esC decreciente &

Punto de cambio : = acsi(t) -> 1 = 1 - r= 1
.
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27 (acb>so) b
-

-

x + y + 25 2 , z = b
,
z = c C

& a a

① Coord .

cilídeces :

2

r +z -

&
8 = 025

cz = b
=>
c = z = b

8 0 = 25 n + z2a - 0r

b

1 y 10 = enfa -24)d =
[

a

= π(a(b -x = ((b -2)) .

② Coord
. esféricas :

car. co4 b cose = -
0 = ra
I

Se[0
,
2n)

S -
·

Opción 1 : 08525,

0 earcos (E)
,

ora

b S - C

ermiha,e
C r co2

cal case
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Cambio en a =
b
->e = arcees (E)

.

l

Asís acce(ta) y e-
v = (2) S ~ dr)de)20 +

e
2 acol) a

-SIS ( S ~or) de) 09 =...
z

accolt)

· Opción 2
: 05925

↳

cr .c2b S

⑭Dra

C

-D r s 3 - cara
.

Col
↑

cosq =E
(0xcgk(1)

-*
0 0 - 25

1 - ·
c ra = 8

==c) = t -- melancos (1), acces (E)& E accos() .

↑
((04 = 1)

Punto de cambio : 0 = arces(E) +> 7 = 1 + r = b
.
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anb arcolt)

V = ((() saede) er20 +

[

a()

↑Sevil de)de
auccs(t)

b

=> 2n)( = + 10 + 25f + = + z)o -

=> 25 (-c(f-),8] + 2n)- -(E -E) + ( E)] =

= π (ab + 2 +2-z + (b - c)(a -5)) =

= (a- () - c) - (5 + E + b - 5 + (5) -

=n(a(b - a) - j(b3 -3))4 -
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Clase 36 : Integrales delínea

· En este tema
queremos grenalizar la idea de

integral de Riemana sobre un intervalo a curvas

· Pr ejemplo,
S

d cómo calcular la longitud de la curva y ?

Y Idea : aproximar por

S segmentos pequeños .

I

a
xx + bx

ag .
agia
#

= [1De = [ axi + agi =+Ax =n

i = 1 i = 1 i = 1

- L = hinh = 9 Msx)dx
n- tro

a

Nea : En este casa, la curra y está parametrizada
como el graf de una fación,

8 = h(x-z)(m :

y
= f(x)(x y(t = (t , f())-

⑮ ()

rectutagente y(t) = (1 , j(t)) -> (j(t)) = 1 + g()
-

-de

b
IS

Vene
gue

L = Ide = SIjbId"
a

j
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· Otro caso conocido es el trabajo realizado por
una fucoa sobre un objecto que se mueve en Cinca
recto en el surtido de la fuera :

F
W = FDx

I

=>a

-

Ax #

rSi tire otre dirección
,
w = F . *,, - !

a Ax

En general , querreros calcular el

trabajo en otras trayecticias ~
()

w = (f . jde
C Ti

S ( ↑ aur por definir)

· Para J : + As , la henamienta principal para
calcular sus integrales definidas era hacen uso

de una primitiva .

Resultaba fundamental entonces el hecho siguiente :
Dada una función f : [c , 3]-1 continua, el
T Fundamental del cálculo garativa que existe
una primitiva de f , es decir,

=
g
: (a

,
b) + /g(t) = f(t) -
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Como carolario
,
la regla de Barrow nos permite

calcular la integral de f en ese camino :

b

Sg(t)(t = g(a) - g(b) .

&

b

Noja ! Para calcular J gldt , sol necesitanes
a

conocer el ralos de y
en los extremos del intervalo

En el ejemplo anterio, -r
I

w = f Fjde
S

no ¿ bastará con conocer una

j "primitiva" de en los

extremos de la curva?

Dada F:2
, podríamos lamar "primitiva"

de E a una función g :-/F =V
g.

T

↓ Si continua
,
tendrá siempre "primitiva" ,

como ocurre en MI ?

-En general , la respuesta es no

-Es importante saben cude es se
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·curvas rectificables
· Def : Se llama curva o camino en As al

conjuntoCa definido como imagen de

un intervalo [a
,
b]C por una función continua,

U : [a , b]- 3 C = v((a ,b]) .t + f(t) = (v , (t), .. -- Un(6))

A la función : [a
, 3] -As se le lama

parametización de la curva C .

Nota: Una curva puede parametizarse de
distintas formas .
Abusando de lenguaje, muchas veces se
dice "Ca curve p(t)" -

Ejemplos :
((1 r(k)

1) W : E
,
1] -E

S -+ + r(t) = (t , +z) &

2) = b(x, y) : x
2
+ y = 1)

r: [o, 2n] --E
Par arretizaciones :

t 1+ r
, (t)= (() , si()))
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r2 : [0
,
2n] -

-

& Recorro Jer

t +-> r2(6) = (os(t)
,

-Si()] sertido horario
.

r(t)
n(t) ri(t)

&

r2(t)
C C

Nota : Si r es derivable , p'Ct) es tangente a
la curva en el punto p(t) , y su sentido
indica el sentido de recorrido de la carra .

3 = [- 1
, 1]

r : El
, 1] -p :2 : [o , ] ->p

t + n(b)= ( t ,a) S t + r2(t) = (2+ + 1 ,0)
3

r (t) "wa más Cento"
que ralt)

.

-i

" Segmento de
.

Es a j. Es

r : [0
, 1] -i

+ + r(t) = ( -b) + +j) -

--j

*
*
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· Def.: Curre de Jordan

Sea una curra parametrizada vida .b] -+ s.

1 Se llama origen y
extremo de la curva a los

puntes r(a) , r(1) Es, resp.
Si r(a) = r(b), la curra se dice cerrada.

Si r (t) es inyectiva , la curva se dice simple.
Nota : Sir es zerrada

,
se dice simple sir es

injectiva en [a ,b)

Ej No es simple
-

3) Si rec'(20 , b]) y () +estela ,b] ,

la curva se dice regular .

E : ~ : [ , 1] -P

+ +- r() = (t]( +)) r'() = Co ,0) = No es

regular

· tas La curva Cadmite otras!
parametrizaciones que si son
curvas regulares.

- Se dice regular a trosso si existe partición de
Las b] de forma que es regular en cada tross de la part
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Se dice
que

es curven de Jordan si es

simple, cerrada y regular a trasas

· Def: Sea Cat2 una curra
.

Se dice
que

r : [a ,b] -os" , re : [c , d]+ Y,

son (parametrizaciones) equivalentes si existe

= 4 : [c ,b] -- [c, d] / r. (t) = (r204)(t)= r2(4(t))
.

4 ec((a ,b])

4 (t) + 0H+(
,b]

Cafermafismode clase 21)
· Nota : Si ri

, ve ser equivalentes , entonces

ri (t) = r (P(6))PC) Y te[a ,b] .

Como P'continua en [a , 3]
-

4'(t) + + e [a , b] S => P'Ct) no cambia de &
signo en [a,b]

=> rí
y
r tiene la misma dirección.

Se dice que :

-> Si tienen el mismo satido (4'Co), misma arientación

-> Si sentido opuesto (ML)(0)
,
orientación contrario.
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· Def.. Integral de línca.

Sea U : (a , b] -> M , c = r(fa ,b]) una curva

regular , y f : (cTB- As un campo escalar

Se llava integral de línea de fen 3 , y se
denota

por

gyde,
C

a la integral de Mieman
b

S8de = Sof( Ijcllet

Nota : Si la curra es cerrada , se suele destan de

Notas Si la curva es regular a trosos,

C ,
con cregla , fe

C Ci

- Nota : "El valor f de no depende de la

para
metrización de la curva C, ()
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esto es
,
si p .: [a ,b]

->5
, p : [c

,d] +Ti sar

parametrizaciones equivalentes , con

21 = 220 P
, (4 : [a ,b] + [ , d] diferm ,

de clase (1),

entonces veros que
b b

S8(r . () IIri Colldt =(f(r-((x))))r: (4())4)/10t -
a a

b
S = P(t)

&=> f(r(() Il vi (())(y'(t)(dt = ( = 4)(t)dt

=("g(re(s)Iji (s)Ids
X

C

18 de es independiente de parativaciones /equivalentes

· Ejemplo : Calcula (xyde , dende
2

= b(xy)( : x + y = 1 -
x = 09

.

Si
- 192



Parametrivamos C :

H

x = 4cos(t) 22H
y = 4sin(t) ,

((t) = (x (t) , y(b))
+ e[- E,]

Derotana f(x, y) = xy4 .

(f(t)) = x(b) + yy(6) =

Entraces
,

↑
S

Syde = (g(x(t), y(s)) x (0 + y(6) dt =
C -

S

-

*

crs(t) si"(6) . He=[Sis]S
- Es

- Nota : Para f = 1 , obtenemos la longitud de la

curva C,
b

Soe = (18'lldt , con 8 : [a
.
b] - i

C
a parametrización

regular .

Ej= Masa de un alambre descrito
por
la curver C,

U : [c ,b] -> p , con densidad linea p : RB-D.
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b

Se . M =Jam = ( (de =Je(j(t)(y (td+y .

c ↑C a

dm = gdl
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